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Abstract

The different types of digital elevation models and point clouds are important tools in the terrain modeling.
This dissertation describes and analyzes some new methods for these tools.

After the introductory chapters, the fourth chapter recommends two new tools for storing digital
elevation data.

The pyramid representation is an important and popular method in the storage of image data. The
lower resolution index images are very useful for displaying the image and several spatial analysis. In
addition to the usual mean-based pyramid representation, I studied the minimum and maximum pyramids.
This tool may be useful in several spatial processes, for example the view-shed analysis. (Thesis 1/a)

The R-tree is a very popular method for building spatial indexes, which can be used to store the element
of a Triangulated Irregular Network (TIN).The 2+1 dimensional R-tree uses only the horizontal coordinates
for splitting the nodes, but calculates the bounding boxes in 3 dimension. (Thesis 1/b)

The slope and the aspect are an important property of the terrain in the agriculture related geospatial
analysis. The distribution of these values in a determined area can be demonstrated by different tools. A
recommended diagram can show the slope and aspect in a geometrically correct and novel layout, which
uses a polar coordinate system. (Thesis 2)

The elevation differences between a point of the terrain surface and the points of a circle whose center
is this pointmay be the base of a Fourier series where the azimuth (from the examined point to a point of the
circle) is the variable of the function. The coefficients of these azimuth based Fourier series are applicable
for the analysis of the elevation models, for example for classification of surface points . The described
analysis is implemented in easy way in varied GIS software, because the coefficients are calculated by
convolutional filters. (Thesis 3)

The Fitting Disc Method is a new robust LiDAR processing method, which fits a regression plane to a
point cloud in any horizontal position by fitting planes (in practice with R radius, like a disc) on it, which
contains a specified portion (q) of points under the disc plane in all three sectors of the disc. This method
can be used to create digital elevation models even without any filtering process. An analysis has also
been described, which compares the results of the fitting disc method using different parameters (R, q) in
processing of digital elevation models.

The background of Fitting Disc Method is a robust multiple linear regression with two independent
variables. The Sector Based Linear Regression (SBLR) generalizes the principle of the Fitting Disc Method
to any N dimensional space. (Thesis 4)

The last chapter describes a new method of processing point cloud data to interpret branches of trees.
The principle of this method is based on the motion of the bubbles in a pipe, when the wall of the tube is
constituted by the points of the cloud. The sphere fitting method can detect the collision of the branches
and a moving sphere, and the route and the variable radius of this moving sphere represents the shape of
all branches.

A simple function is recommended to generate sphere fitting values which represent the catching of
a specified sphere to a point cloud by the sum of a sphere-point fitting values calculated per point, and
suggests solutions for complex sphere fitting methods which takes into account the distribution of the
points. More suggested methods provide the searching of sequences of fitting spheres for interpreting the
branches and recognizing the shape of these branches. (Thesis 5)

The presented results can be implemented in practice, and integrated in various ways to several GIS
and CAD software in the future, but this needs further research and software development work.
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1. fejezet

Bevezetés

Kutatásaim több, egymással összefüggő témát ölelnek fel, melyek a terep felméréséhez
és informatikai eszközökkel történő kezeléséhez kapcsolódnak. A terep a Föld (vagy más
égitest) felszínének és a hozzá kapcsolódó mesterséges és természetes objektumoknak
az összessége; felmérése és modellezése a geodézia illetve a térinformatika legfontosabb
feladata. A domborzat a terep egy lényeges eleme, a pontfelhők pedig a lézerszkenneres
technológiák termékeként egyre fontosabb szerephez jutnak a domborzatnak és a terep
egyéb elemeinek a térképezésében.

Értekezésemben a pontfelhőkkel és a domborzatmodellekkel egyaránt foglalkozom,
bemutatva azoknak a napjaink gyakorlati alkalmazásaiban egyre jelentősebbé váló kap-
csolatát. Az ismertetett eredményeim a pontfelhők és domborzatmodellek tárolásával,
feldolgozásával és ábrázolásával valamint a domborzatmodelleknek és egyéb a terepet
alkotó objektumoknak a pontfelhők alapján történő előállításával foglalkoznak.

1.1. A digitális domborzatmodellek jelentősége
Modellnek tekinthetünk minden olyan dolgot, ami a valóság valamilyen részletét bizo-
nyos szempontból meghatározott pontossággal helyettesíteni képes. Ebben a dolgozat-
ban általában olyan esetekkel foglalkozom, ahol ez a modell egy digitális adathalmaz,
a valóság helyettesítése pedig az ennek az adathalmaznak a megfelelő algoritmusokkal
történő feldolgozásával valósul meg.

Domborzat alatt általában a terepfelszínt mint felületet értjük. A továbbiakban, gya-
korlati okokból, ezekmindig valamilyenmeghatározottmódon leírható felületek lesznek,
amiket domborzatmodellnek nevezünk. Ha ez a modell valamilyen számítógéppel kezel-
hető adathalmaz, akkor digitális domborzatmodellről beszélhetünk. Mivel napjainkban a
térbeli adatokat szinte már minden esetben informatikai eszközökkel kezeljük, a digitális
jelzőt sokszor elhagyjuk, és egyszerűen csak domborzatmodellekről beszélünk ilyenkor
is.

A domborzat a terep egyik legfontosabb jellemzője, ennek megfelelően a térképek
és a térinformatikai rendszerek jelentős részében megjelenik valamilyen formában. Ha
arra vagyunk kíváncsiak, hogy milyen magasságban van egy terület egy pontja vagy
milyenek ott a lejtési viszonyok, hogy a víz hogyan folyik el a terep felszínén, hogy egy
pont látható-e egy másik pontból, vagy hogy hány köbméter földet kell megmozgatni
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egy tervezett létesítmény építésekor, akkor minden esetben a domborzat egy megfelelő
modelljére van szükségünk a kérdés megválaszolásához. Ez a domborzatmodell a modell
fogalmának megfelelően helyettesíti a valóságbeli terepfelszínt amikor azt kell eldönteni
hogy a lehullott csapadék merre folyik tovább, hogy a fény akadálytalanul el tud-e jutni
egyik pontból a másikba, vagy hogy a földmunkagépeknek mekkora földtömeget kell
kitermelnie.

A domborzat még azokban az esetekben is nagyon fontos kiegészítő adat lehet, ami-
kor az alapfeladatok elvégzéséhez nincsen rá szükségünk. Erre egy jó példa amikor egy
autós térképen árnyalással ábrázolják egy terület domborzati viszonyait. Ilyesmivel pa-
pír alapú autós térképeken vagy navigációs rendszerek által megjelenített térképeken
egyaránt találkozhatunk. A megjelenített domborzat ilyenkor nem csupán tetszetősebbé
teszi a térképet, hanem a tájékozódás során hasznosítható többletinformációt is hordoz.

Hagyományos térképi domborzatábrázolásra sokfélemódszer létezik a plasztikusmeg-
jelenést biztosító különféle megoldásoktól a grafikus szerkesztésekkel a legtöbb felmerü-
lő elemzési feladatot elvégezhetővé tévő szintvonalas ábrázolásig. Térinformatikai rend-
szerekben a domborzatot valamilyen a számítógép által is jól kezelhető formában kell
tárolni, ami általában egymáshoz illeszkedő szabálytalan háromszög vagy négyzet alapú
(vízszintes vetületű) alapelemekből felépülő felületek segítségével történik, de léteznek
más megoldások is.

1.2. A terepfelszín értelmezésével kapcsolatos fogalmak
Gyakran használjuk a „terepfelszín”, a „fizikai földfelszín” vagy a „topográfiai földfel-
szín” fogalmakat. A digitális domborzatmodellek a talaj felszínét ábrázolják, amit fizi-
kai földfelszínnek vagy topográfiai földfelszínnek is nevezünk. A digitális térkép elemei
különböző fokú absztrakció eredményei, ami a domborzatmodellekre is igaz. Az abszt-
rakció egyrészt ahhoz szükséges, hogy a terep felszínét meghatározzuk (modellezés, mit
tekintünk a terep felszínének); másrészt pedig ahhoz, hogy ezt a terepfelszínt egy az al-
kalmazott részletességgel ábrázolható felületnek tekinthessük (generalizálás, adott rész-
letességű modell előállítása).

Az említett absztrakció során fontos kérdés, hogy milyen objektumokat tekintünk a
terepfelszín részének. A növényzetet és az építményeket nem tekintjük a terepfelszín ré-
szének, az építményekhez kapcsolódó földműveket (töltések és bevágások) viszont sok-
szor már igen. További kérdések merülnek fel a vízfelületeknél, hogy azok a részletes
mederrel vagy egy közepes vízszinthez tartozó sík felülettel jelenjenek meg a modellen.
A választást ebben az esetben általában a rendelkezésünkre álló adat határozza meg.

Létezikmég digitális felszínmodell is, ami a terepnek és a rajta elhelyezkedő természe-
tes és mesterséges tereptárgyaknak a felülről látható felszínét határozza meg. Jelentősé-
ge abban áll, hogy fotogrammetriai technológiák segítségével ezt a felszínmodellt tudjuk
közvetlenül meghatározni, valamint hogy digitális ortofotó előállításakor vagy térhatású
megjelenítésekkor is erre a modellre van szükségünk.

A digitális domborzatmodell és a digitális felszínmodell csak az ábrázolt felület te-
kintetében különböznek egymástól, tárolásuk és kezelésük azonos eszközökkel, azonos
elven történik. Amikor digitális felületmodellekről beszélünk, akkor az lehet dombor-
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1.2.1. ábra. A „digitális felületmodell”, a „digitális domborzatmodell” és a „digitális fel-
színmodell” fogalmak kapcsolatának szemléltetése Venn-diagram segítségével.

zatmodell, felszínmodell vagy bármilyen más, akár képzetes felületnek a modellje. (1.2.1
ábra)

1.3. A digitális felületmodellek értelmezése
Egy felületmodell tekinthető egy f(x, y) kétdimenziós függvénynek, amely a vízszintes
koordinátákhoz rendeli a felület magasságát (f : R2 → R). Az az előnyös ebben a meg-
közelítésben, hogy a függvénynek tekintett felület számos jellemzőjét definiálhatjuk így
a matematikai analízis közismert eszközeivel, például a függvény különféle deriváltjaira
hivatkozva. A felületmodell kétdimenziós függvényként való megközelítése azt jelen-
ti, hogy a vízszintes koordináták ismeretében a modell alapján meg tudjuk határozni a
magasságot.

Felületmodell alatt általában egy a felületet valamilyen módon leíró adathalmazt ér-
tünk. Ilyenkor információként tekintünk a felületre. A felületmodellt ekkor egy olyan
összetett adatként határozhatjuk meg, amelyikből a megfelelő metódusok segítségével
megmondható a felület magassága (és esetleg egyéb jellemzői) egy helyen. Ez a megkö-
zelítés objektum szemléletű, mivel az adatok és a velük végezhető műveletek egységére
épül, ugyanakkor a vízszintes koordinátákból a magasságot meghatározó metódussal a
függvényszerű megközelítéshez jutunk.

A digitális felületmodellt sokféle adatszerkezettel meg lehet valósítani. A legelterjed-
tebb megoldások a szabályos négyzetrácshálón és a szabálytalan háromszöghálón alapul-
nak, az értekezésben is főként ezekre fogok koncentrálni. Az egyéb lehetőségek közül
számos további megoldást ismertet a [88].

1.4. A pontfelhők szerepe a terep modellezésében
A terep felmérésének egy korszerű és egyre inkább elterjedő technológiája a lézerszken-
nelés. A technológia lényege, hogy nagy mennyiségű (akár másodpercenként több száz-
ezer vagy millió) lézeres távolságmérést végzünk meghatározott irányokba, letapogatva
ezáltal a körülöttünk (légi lézerszkenner esetében alattunk) lévő objektumokat. A méré-
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sek történhetnek fix álláspontokról (földi lézerszkennelés, angolul Terrestrial Laser Scan-
ning, rövidítve TLS) vagy mozgó járműről (mobil vagy légi lézerszkennelés).

A mérések eredményeképpen sok millió pontot kapunk, amelyek összességét pont-
felhőnek (point cloud) nevezzük. A pontfelhő egyes pontjainak információtartalma ön-
magában jelentéktelen, lényegében csak annyi ismeretet hordoz, hogy az adott pontban
valamiről visszaverődött a távméréshez használt lézerfény. (Pontosabban annyit, hogy a
mérés megbízhatóságától függő valószínűséggel van valami a pontnak a mérés pontos-
ságától függő kiterjedésű környezetében.) Ez eltér a klasszikus geodéziai felmérés során
megszokottól, amikor minden felmért pontnak jól meghatározott szerepe van a létre-
hozandó térképen; általában valamilyen objektum egy alakjelző pontját jelentik, vagy
legalább a terepfelszínnek egy jellemző pontját.

Bár egyetlen pontja önmagában nemmond szinte semmit, a teljes pontfelhő a felmért
objektumok (objektum itt most lehet bármi, akár a terepfelszín is) rendkívül részletes le-
képezését adja, ami a későbbiekben akár a felmérési munka eredeti céljain túlmutatva
is számos további információ kinyerését teheti lehetővé. Ebből adódóan lézerszkenneres
felmérésekkel előállított pontfelhők akár alapadat jelleggel is készülhetnek. Erre nem-
zetközi szinten is úttörő példa a BKK Közút „Közúti Adatgyűjtő Rendszer” (rövidítve:
KARESZ1) nevű rendszere, amelynek alapja Budapest úthálózatának lézerszkenneres mé-
résekkel előállított pontfelhője [84]. Szlovéniában az ország teljes területéről készültek
LiDAR felmérések, amelyek ráadásul ingyenesen letölthetőek2.

A terepi felmérés a lézerszkenneres technológiák alkalmazásával viszonylag rövid
idő alatt elvégezhető, hiszen a modell létrehozásának időigényes folyamata már irodai
munka, ami így független az időjárási körülményektől, illetve egyéb a terepen fellépő
akadályozó tényezőktől (pl. a munkaterületen folyó építési munkák).

A lézerszkenneres felmérés a fentiek alapján sok szempontból hasonlít a fotogram-
metriai felmérésre: a munka nagy része a felmérés után, a pontfelhő feldolgozásakor
jelentkezik. A térképezéshez kapcsolódó modellezés és az ehhez szükséges absztrakció
is ekkor történik, ellentétben a geodéziai felméréssel, amikor ez már a terepen megkez-
dődik.

Bár a pontfelhők a felmért terep nagyon részletes (nagy információtartalmú) és geo-
metriai szempontból is helyes reprezentációját nyújtják, térinformatikai elemzések alap-
jául közvetlenül nem használhatóak. Mindenféleképpen szükség van még valamilyen
feldolgozott termék előállítására a pontfelhő alapján az ilyen műveletek előtt. Ebből a
szempontból a pontfelhők a digitális ortofotókkal mutatnak hasonlóságot.

A pontfelhők feldolgozásának támogatása, az objektumok kiértékelésének részleges
vagy teljes automatizálása fontos kutatási terület, amelynek eredményei az egész tech-
nológia hatékonyságát és termelékenységét jelentősen befolyásolják. A légi lézerszken-
neléssel nyert pontfelhők egyik legfontosabb felhasználási területe a digitális felszínmo-
dellek és a digitális domborzatmodellek előállítása.

1A KARESZ-ról bővebben a http://budapestkozut.hu/szakfelugyelet címen elérhető előadásban lehet
olvasni.

2A http://gis.arso.gov.si/geoportal/catalog/main/home.page oldalról.
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1.5. Az értekezésben alkalmazott jelölések és kifejezé-
sek

Az értekezésben előforduló mennyiségekre és jellemzőkre igyekeztem egységes jelölé-
seket alkalmazni. A legtöbb esetben a Magyarországon szokásos, az EOV által is hasz-
nált geodéziai koordináta-rendszer helyett matematikai koordináta-rendszert használok,
melynek x tengelye a keleti, az y tengelye pedig az északi irányba mutat. Az irányszö-
get ilyenkor is az y tengelytől (északi irány) kiindulva, az óramutató járásának megfelelő
irányban értelmeztem. (Tehát az északkeleti tájolás és az irányszög értelmezése ekkor
is a megszokott marad, csak a két koordináta jelölése cserélődik meg.) Erre azért volt
szükség, mert nagyon sok esetben kezelem a modellezett felületeket kétdimenziós függ-
vényként, és alkalmazom rajtuk a matematikai analízis eszközeit, ami nagyon zavaró
lenne a matematikában megszokottól eltérő jelölésekkel.

Az értekezés szövegében a pont helyett a pozíció kifejezést használom olyankor, ami-
kor a térnek (vagy a síknak) egy tetszőleges pontjáról van szó, nem pedig egy pontfelhő
egy pontjáról, egy domborzatmodell egy támpontjáról vagy bármilyen más objektumnak
valamilyen alakjelző pontjáról. Tehát pont alatt egy pont objektumot vagy egy össze-
tettebb objektumnak valamilyen alapelemét értem, pozíció alatt pedig egy tetszőleges
térbeli helyet.

A felhasznált szakirodalmat a dolgozat végén található irodalomjegyzékben foglaltam
össze, előtte elhelyezve a saját publikációim jegyzékét, ahol elkülönítve soroltam fel a
téziseket megalapozó publikációkat és az egyéb közleményeket. A dolgozat szövegében
ezeknek a jegyzékeknek a sorszámait szögletes zárójelek közé téve hivatkozok az egyes
művekre. A tudományos szakirodalomnak nem tekinthető forrásokra (pl. Interneten
elérhető anyagok, szoftverek és műszerek dokumentációi, szabványok) lábjegyzetekkel
hivatkozom.

1.6. Köszönetnyilvánítások
Munkahelyemen, az Óbudai EgyetemAlba RegiaMűszaki Karának Geoinformatikai Inté-
zetében, illetve annak jogelődjében a Nyugat-magyarországi Egyetem Geoinformatikai
Karán 2005 óta dolgozom. A dolgozatban bemutatott kutatások közül néhányat az ott
rendelkezésemre álló eszközök segítségével tudtam elvégezni.

Jelenlegi doktori cselekményeimet megelőzően a Nyugat-magyarországi Egyetem Er-
dőmérnöki Karán működő Kitaibel Pál Környezettudományi Doktori Iskola Geokörnye-
zettudományi Programjának PhD hallgatója voltam. Témám címe a „Digitális dombor-
zatmodellek alkalmazása a környezeti hatásvizsgálatokban”, témavezetőm prof. dr. Már-
kus Béla volt. Értekezésemet nem készítettem el, de az akkori kutatásaim több eredmé-
nyét is be tudtam építeni a mostani dolgozatomba.

Sok köszönettel tartozom témavezetőmnek dr. habil. Jancsó Tamásnak az érteke-
zés és a kapcsolódó publikációk elkészítésében nyújtott segítségéért, és még korábban
az NymE GEO kutatási dékánhelyetteseként nyújtott támogatásáért. Kollégáim közül
ki kell még emelnem dr. habil. Földváry Lóránt kutatási dékánhelyettest, valamint dr.
Busics György intézetigazgatót és dr. habil. Györök György dékánt, akik folyamatosan
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buzdítottak doktori dolgozatom és a hozzá kapcsolódó publikációs tevékenységek minél
gyorsabb befejezésére.

Az ilyenkor szokásosnál is több köszönettel tartozom családomnak. Szüleim, Nagy
József Ödön és Nagyné Csontos Gyöngyi a 7. fejezetben bemutatott, a pontfelhő alapján
létrehozott domborzatmodellek minőségének vizsgálatához használt geodéziai mérések
elvégzésében nyújtottak komoly segítséget; mígmenyasszonyom, dr. Ungvári Zsuzsanna
több ábra elkészítésében is közreműködött és számos esetben tudta szakmai szempontból
is segíteni a munkámat.

Végül szeretném megköszönni mindazoknak a munkáját, akik opponensként vagy
valamelyik bizottság tagjaként működtek közre a fokozatszerzési eljárásomban; és hasz-
nos észrevételeikkel járultak hozzá ehhez a dolgozathoz.
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2. fejezet

A digitális domborzatmodellekkel
kapcsolatos alapvető ismeretek

Digitális domborzatmodellnek egy olyan adathalmaz lehet alkalmas, amiből egy megha-
tározott területre eső vízszintes koordinátáival megadott pozícióhoz le tudunk vezetni
egy magasságot és további szükséges jellemzőket, illetve megfelelő algoritmusok segít-
ségével el tudjuk végezni a számunkra szükséges egyéb műveleteket. A fenti feltételnek
sokféle adatmodell megfelel, amelyek alkalmazása különféle esetekben lehet hatékony.

A digitális domborzatmodellekkel kapcsolatban nagyon sokféle elemzés illetve egyéb
adatfeldolgozási eljárás ismert [56, 88, 94]. Ezek között a különböző összetettségű műve-
letek között vannak amelyek a domborzatmodellnek az előállítását szolgálják, míg mások
különféle információknak a domborzatmodellből való kinyerésére használhatóak.

A domborzattal kapcsolatos elemzéseket többféle módon is osztályozhatjuk a felhasz-
nálás célja alapján, a felosztás szubjektív jellege miatt. A domborzatmodellekkel végzett
elemzések egy vagy több a domborzatmodellen végrehajtott műveletből épülhetnek fel.

A továbbiakban egyszerűműveleteknek fogom nevezni azokat a domborzatmodellek-
kel kapcsolatos műveleteket, amikor a domborzatmodell egy pontjának valamilyen jel-
lemzőjét állapítjuk meg a kérdéses pozíció szűkebb környezetének a vizsgálatával. Ezek-
nek az egyszerű műveleteknek az eredménye természetesen nem csak egyetlen, egyszerű
adat lehet, hanem akár egy raszter állomány is, amennyiben a rácsháló minden pontjá-
ban meghatározzuk az adott értéket. A számított értékek általában számok, de másféle
eredmény is elképzelhető, például logikai érték vagy valamilyen kategóriába sorolás.

Összetett műveleteknek azokat a domborzatmodellel végezhető műveleteket fogom
nevezni, amelyek nem definiálhatóak csupán egyes pontoknak és szűkebb környezetük-
nek az egymástól független vizsgálatával. Ezeknek a műveleteknek a hátterében össze-
tettebb, a domborzat egészét érintő összefüggések vannak.

2.1. Digitális domborzatmodell előállítása
A digitális domborzatmodelleket többféle technológiával is elő lehet állítani, amelyek a
költségek, a felbontás és a pontosság tekintetében is sokfélék lehetnek. Az alábbiakban
a legfontosabb módszereket foglalom össze és mutatom be röviden.
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2.1.1. Hagyományos, geodéziai és topográfiai felmérések

A domborzat felmérése történhet olyanmódon, hogy a domborzat meghatározott pontja-
it a felmérést végző személy (vagy annak segédje, figuránsa) a terepen egyenként felkere-
si, majd megfelelő eszközökkel (mérőasztal, mérőállomás, GNSS technológia) meghatá-
rozza a pont térbeli helyzetét (vízszintes helyzet és magasság). Ezeknek a módszereknek
a hátránya, hogy drágák, termelékenységük még legkorszerűbb eszközöket használva
sem közelíti meg a többi technológiáét, viszont megbízhatóságuk és a létrehozott dom-
borzatmodell minősége ilyenkor a legjobb, hiszen a felmérést végző személyesen járja
be a felmérendő terep minden részletét. Akár egyéb objektumok felmérésével együtt is
végezhető.

A felméréskor a terep tetszőleges pontjának meghatározására lehetőségünk nyílik,
így módunk van a domborzat jellegzetes elemeit, az idomvonalak jellemző pontjait fel-
mérve kevesebb ponttal is részletesen meghatározni a terepfelszínt.

2.1.2. Fotogrammetriai felmérés

Sztereofotogrammetriai módszerekkel a repülőgépről lefényképezett terepnek egy kép-
párból előállított térbeli modelljét használva is lehetőség nyílik a domborzat kiértékelésé-
re. Régebben az analóg technológiát használó műszerekkel közvetlenül a szintvonalakat
rajzolták meg. A meghatározott magasságra beállított mérőjelet ilyenkor úgy mozgatták
vízszintes értelemben, hogy az közben a terep felszínén maradjon. Egy másik elterjedt
megoldás az volt, hogy az adott irányban automatikusan mozgatottmérőjelet a magasság
változtatásával a terepen tartva határozták meg a terepfelszín adott irányú metszeteit. Ez
utóbbimódszert elsősorban az ortofotók előállításához kapcsolódóan használták. Az ana-
lóg és analitikus fotogrammetriai eszközöket használva sokféle grafikus vagy számszerű
adatrögzítésre nyílt lehetőség a domborzatik adatok kiértékelésekor.

Fotogrammetriai felmérések digitális kiértékelésekor a felszínmodell előállítása szin-
te teljesen automatizált. A megfelelő feldolgozószoftverek a képpárok átfedő részeinek
automatikus illesztésével állítanak elő nagy mennyiségű támpontot a létrehozandó dom-
borzatmodell számára. Ha szükség van rá, akkor később a digitális ortofotó előállítása is
az így létrehozott modellt felhasználva történik.

Fontosmegemlíteni, hogy a bemutatott fotogrammetriai technológiák közvetlen ered-
ménye nem a domborzatnak, hanem a repülőgépről lefényképezhető felszínnek amodell-
je, vagyis digitális domborzatmodell helyett digitális felszínmodellt kapunk. Az erdős
vagy egyéb növényzettel benőtt területeknél ezért a növényzet átlagos magasságának is-
meretében korrekciókat kell alkalmaznunk, illetve ki kell hagyni a domborzatmodellből
az épületek és más mesterséges létesítmények felületeit.

2.1.3. Lézerszkenneres felmérés

A domborzat egy kisebb, néhányszor száz négyzetméteres darabját akár földi lézerszken-
neres technológiával is fel lehet mérni. Egy ilyen megoldással egy korlátozott méretű
terület rendkívül részletes domborzatmodelljét lehet elkészíteni, ami alkalmas a dombor-
zat legapróbb megfigyelhető részleteinek a felmérésére, illetve a mérést a későbbiekben
megismételve lehetőségünk nyílik az időbeli változások tanulmányozására is.
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Nagy kiterjedésű terület felmérésére a légi lézerszkenneres (LiDAR) technológiák al-
kalmasak. Ezen a területen az egyik legfrissebb újdonság a LiDAR felmérésekre alkalmas
drónok megjelenése1, ami a jövőben várhatóan egyszerűbbé teszi az ilyen jellegű adatok
előállítását kisebb kiterjedésű területek esetében is.

A pontfelhők ilyen célú kiértékelésével a 7 fejezetben foglalkozom részletesen.

2.1.4. Egyéb felmérési technológiák, adatforrások

A Shuttle Radar Topography Mission (SRTM) keretében 2000 februárjában 11 napon ke-
resztül végeztek radaros méréseket az Endeavour űrsikló fedélzetéről. A mérések ered-
ményeként egy globális (a déli szélesség 57. foka és az északi szélesség 60. foka közötti
szárazföldek területeit tartalmazó) domborzatmodellt készítettek. A WGS84 ellipszoi-
don előállított, foknégyszögenként letölthető domborzatmodellek felbontása 3 illetve 1
szögmásodperc. Ez utóbbi, nagyobb felbontású modell sokáig csak az Egyesült Államok
területére volt elérhető.

Fontos, a kutatásaim és értekezésem írása közben bekövetkezett fejlemény az SRTM-
el kapcsolatban, hogy amásodperces felbontásúmodellekmár nem csak az USA területén
állnak ingyenesen bárki rendelkezésére. Ennek következtében több bemutatott elemzést
eredetileg a három másodperces modell adataival végeztem el, majd esetenként az elem-
zést megismételtem az egy másodperces modell adataival is.

Az SRTM modellből nem csupán a sarkvidéki területek hiányoznak, hanem minden-
felé találhatóak benne ismeretlen (NULL) magasságú rácspontok. Ezek az üresen hagyott
elemek elsősorban vízfelületeken illetve magasabb hegységek mélyebb völgyeiben talál-
hatóak. A modellből elérhető olyan változat is, ahol ezeket a helyeket a környező ismert
magasságú rácspontok alapján interpolált értékekkel töltötték ki. Az SRTMmodellel kap-
csolatos elemzések és ismeretek olvashatók a [78, 134, 112]-ben, magyar nyelven pedig
a [130]-ban.

Az ASTER GDEM domborzatmodellt a Terra műhold főleg infravörös tartományban
működő ASTER szenzorának 15 méteres felbontású felvételeinek sztereofotogrammetri-
ai feldolgozásával állították elő, felbontása 1 szögmásodperc. A munkához a 2000 és 2009
között készített felvételeket használták fel, a feldolgozás nagyon magas fokú automatizá-
lással, minimalizált emberi munkaidő-ráfordítással zajlott. Nem csupán a felületmodellek
képpárok alapján történő kiértékelését végezték teljesen automatikusan, hanem például
a felvételek felhős részeinek kimaszkolását is. Az ASTER bemutató elemzése a [126]-ben
olvasható.

Az ASTER minősége a fent bemutatott okokból a nagyobb felbontás ellenére sem
éri el a három másodperces SRTM-ét, sokkal több helyen fordulnak elő benne durva hi-
bák. További probléma lehet az ASTER-el, hogy az adatgyűjtés módjából adódóan nem
a topográfiai földfelszínt, hanem a látható földfelszínt ábrázolja, vagyis nem domborzat-
modell, hanem felszínmodell.

Az SRTM és az ASTER GDEM modellek ingyenes elérhetőségük és globális kiterje-
désük miatt népszerű adatforrások a legkülönfélébb térinformatikai rendszerekben. A
konkrét alkalmazás igényeinek ismeretében, a két adatforrás tulajdonságait szem előtt

1A Riegl például 2015-ben illetve 2016-ban jelent meg VQ-480-U és VUX-1UAV termékeivel, amelyekről
bővebben a http://www.riegl.com/products/unmanned-scanning/ címen lehet olvasni.
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tartva érdemes választani közülük. Sokféle ingyenesen használható adatforrás részletes
bemutatása található a [128]-ben.

A globális domborzatmodellek sorában a legújabb a TanDEM-X. Ez a Német Űrügy-
nökség2 és a EADSAstrium3 együttműködésével készült. Amérés elve hasonlít az SRTM-
éhez, de itt nem egy űrsiklón és az arról kinyújtott karon vannak elhelyezve a műszerek,
hanem a két egymáshoz közel (250-500 méter) keringő műholdon, amelyek az értekezés
írásának idején már közel 8 éve működnek. A hosszabb bázis és a sokkal több mérési
idő pontosabb és részletesebb domborzatmodell készítését tette lehetővé. A 12 méteres
felbontású és 2 méteres pontosságú modellekből ingyenesen csak néhány mintaterületet
lehet letölteni. A folyamatosan működő műholdak lehetővé teszik a domborzat változá-
sainak vizsgálatát is.

2.1.5. Másodlagos adatgyűjtés, régebbi adatok felhasználása

A térbeli adatok létrehozásának az a legegyszerűbb és legolcsóbb módja, ha korábbi fel-
mérések adataiból indulunk ki. A legegyszerűbben a végtermékként létrehozott térké-
pekhez lehet hozzáférni, de sokszor célszerű lehet más, a felmérés során létrejött mun-
karészeknek a felhasználása is. Mivel a domborzat a térképek egyik legkevésbé változó
eleme, a korábban felmért állapot módosulásával nem igazán kell számolni, ezért csupán
a felhasználni kívánt korábbi felmérés minőségi jellemzői határozzák meg az így kapható
eredményt.

A hagyományos térképeken a domborzat grafikus ábrázolására többféle módszert is
alkalmaztak, melyek közül műszaki szempontból a szintvonalas ábrázolás a jelentős. A
domborzat szintvonalas térképéből kiindulva, hagyományos grafikus szerkesztésekkel
(körző, vonalzó) szinte mindenféle műszaki szempontból fontos feladatot el lehet végezni
(pont magasságának és egyéb jellemzőinek meghatározása, metszetek készítése tetszőle-
ges síkok mentén, rézsűk és bevágások szerkesztése, földtömegszámítások, a terepfelszín
és egy tetszőleges egyenes döféspontjainak meghatározása, semleges vonalak szerkesz-
tése, stb.). Ezeken a lehetőségeken túl az ebben némi gyakorlattal rendelkező személyek
a szintvonalas térképre tekintve nagyon jól el tudják képzelni az ábrázolt terület dom-
borzati viszonyait.

Az előbbiek után kézenfekvő megoldásnak tűnhetne a domborzat digitális modelle-
zése a szintvonalas térkép digitális megfelelőjének, a digitális szintvonalmodellnek a se-
gítségével; de a grafikus térképekkel ellentétben egy digitális térképen a szintvonalakkal
komoly problémák merülnek fel, ha a megjelenítésen túl más célokra is használni szeret-
nénk őket, például ha meg akarunk határozni egy vízszintes pozícióhoz tartozó magassá-
got. A szintvonalas térkép egy jó példa arra, amikor a számítógép számára bonyolultak
az emberi agy által egyszerűen megoldható feladatok. Elvileg akár captcha-ként is le-
hetne alkalmazni egy szintvonalas térképet (annak raszterizált képét), amely alapján egy
azon megjelölt pozíció magasságát kellene a felhasználónak meghatározni, bizonyítandó
azt, hogy nem egy másik számítógép van a kapcsolat túlsó végén.

Bár a digitális domborzatmodellek teljesen más elvek szerint épülnek fel, a szintvona-
las térképek többféle formában is előfordulnak térinformatikai rendszerekben. Egyrészt

2German Aerospace Center, németül Deutsches Zentrum für Luft- und Raumfahrt vagy röviden DLR
3Az European Aeronautic Defence and Space Company, közismertebb nevén az Airbus csoport tagja.
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régebbi, papír alapú térképek szintvonalainak digitalizálásával keletkezett adatként, me-
lyet a későbbiekben általában valamilyen a számítógép által már könnyen kezelhető dom-
borzatmodellé alakíthatunk; bár ezt a fajta adatforrást sokan ellenjavallják, a gyakorlat-
ban mégis sokszor előfordul, mert a domborzati adatok általában ilyen formában állnak
rendelkezésre a régebben készült hagyományos térképeken. A másik esetben a grafikus
megjelenítéshez használunk szintvonalakat, mert a felhasználók megszokták és igénylik
ezt a fajta domborzatábrázolást; így ilyenkor a szintvonalas térképet valamilyen digitális
domborzatmodellből levezetve állítjuk elő. (Bővebb példa erre a 2.5.4 ábrán látható.)

A szintvonalakból származtatott digitális domborzatmodellekkel kapcsolatban sok
fenntartással és negatív példával találkozhatunk. Kifejezetten rossz az a megoldás, ami-
kor csak a szintvonalak töréspontjait használják fel a domborzatmodell készítéséhez, el-
dobva ezzel azt az információt, hogy az nem csupán egy pontsorozat, hanem a rá illeszke-
dő vonal valamennyi pontja része a terep felszínének. Egyes domborzati formák helyes és
pontos leképezéséhez fontos lehet még, hogy domborzatnak a hagyományos térképeken
kótált pontként megjelenő egyes pontjait (pl. hegyek csúcsai) is felhasználjuk, lehetőség
szerint azt is figyelembe véve, hogy a felület érintője vízszintes ezekben a pontokban.

Szintvonalak alapján történő domborzatmodell létrehozással foglalkozik a [11].
A másodlagos adatgyűjtés nem csupán a szintvonalas adatok feldolgozását jelentheti.

Ide lehet sorolni minden olyan eljárást, ami korábban végzett terepi mérések feldolgozá-
sán alapul. Ezek egy része csak abban különbözik az elsődleges adatgyűjtéstől, hogy a
feldolgozott terepi mérések (a terepi mérést itt most tágan kell értelmezni, fotogrammet-
riai és távérzéskelési eljárásokat is ide lehet sorolni) feldolgozása sok évvel a mérés után
történik, az eredetinél korszerűbb technológiával.

Vannak olyan esetek, amikor nem az eredeti mérési eredmény vagy a végtermék,
hanem a felmérési technológia valamilyen köztes munkarésze alapján hozunk létre digi-
tális domborzatmodellt. Ilyen lehet például, amikor egy topográfiai felmérés alaplapján
megrajzolt idomvonalakat digitalizálunk, és azok alapján hozunk létre valamilyen mo-
dellt, vagy ha egy négyzethálós területszintezés eredményeként a rácspontokban kapott
magasságok bevitelével egy GRID modellt hozunk létre értelemszerű módon.

A jövőben várhatóan az adatgyűjtési technológiák fejlődésével, ahogy egyre egysze-
rűbbé és olcsóbbá válik kisebb kiterjedésű területek felmérése UAV platformról fotogram-
metriai vagy LiDAR technológiákkal, illetve nagyobb kiterjedésű területekre egyre rész-
letesebb és jobb kész domborzatmodellek lesznek alapadatként érhetőek, egyre kisebb
jelentősége lesz a régebbi, nem digitális formában rendelkezésre álló domborzati adatok
felhasználásának.

2.2. GRID modellek
A domborzat modellezésének egy egyszerű módszere az, ha a terepfelszín magasságait
egy szabályos rácsháló pontjaiban adjuk meg. Egy tetszőleges pont magasságát meg-
határozhatjuk interpolációval a környezetében lévő rácspontok magasságából kiindulva.
Az ilyen domborzatmodelleket GRID modellnek hívjuk.

A GRID modellt úgy is tekinthetjük, mint a felszínt leíró függvénynek és egy τ rács-
állandójú Dirac-impulzus sorozatnak a szorzatát. Ebből az összefüggésből is levezethető,

16



hogy a modell nem képes kimutatni a domborzat 2τ -nál kisebb kiterjedésű részleteit.
[28, 76, 77]

A GRID modell az adattárolás szempontjából a raszter képekkel azonos elven műkö-
dik, hiszen mindkét esetben egy kétdimenziós tömböt (egy mátrixot) kell a számítógép-
nek kezelnie. Amódszer előnye, hogy egy vízszintes koordinátapárból a 2.2.3 összefüggés
segítségével nagyon egyszerűen és gyorsanmeg lehet mondani, hogymelyik rácspontok-
ra van szükségünk az interpolációhoz. Az ehhez szükséges lépések száma a rácspontok
számától függetlenül konstans, vagyis a művelet O (1) idő alatt elvégezhető. Hátránya,
hogy általában nagy a tárigénye, és a konstans rácstávolság miatt nem tud alkalmazkodni
a terep különféle részletességű ábrázolást igénylő területeihez.

2.2.1. A GRID modellek tárolásának általános kérdései

Mivel a GRID modellekben tárolt adat logikai felépítése a raszter képek adatával teljesen
megegyezik, a tárolásuk fizikai modellje is hasonló. A gyakorlatban ez minden olyan
képformátum alkalmazhatóságát jelenti, ami az egyes raszterek (pixelek) értékeiként le-
hetővé teszi a domborzatmodell magasságainak megadására alkalmas értékek tárolását.

A konkrét magasságokat leíró számokon túl szükség lehet egy a nem ismert magassá-
gú rácspontokhoz rendelhető értékre is, amivel azt fejezzük ki, hogy az adott rácspontban
nem ismerjük (megfelelő pontossággal) a terepmagasságát. Fontos, hogy a későbbiekben
ezt a domborzatmodellen végzett műveletek során is megfelelően kezeljük, ne végezzük
el a kívánt számításokat ezzel a teljesen mást jelölő értékkel, hanem az ilyen adatok fel-
használásával meghatározandó értékek a számítás eredményében is ismeretlen adatok
legyenek.

Sok képformátumnál gondot okozhat, hogy a pixeljei csak 0 és 255 közötti értéke-
ket vehetnek fel, ami a domborzatmodellek tárolásához nem elég. A TIFF (Tag Image
File Format) formátum4 használatakor lehetőségünk van lebegőpontos számoknak vagy
8 bitesnél hosszabb egész számoknak a használatára is, ami már alkalmas lehet digitá-
lis domborzatmodellek kezelésére. A formátum további hasznos tulajdonsága, hogy egy
TIFF állományban tetszőleges számú réteg elhelyezhető, bár ez főként multispektrális
adatok tárolásánál hasznos.

Térinformatikai célokra a GeoTIFF formátumot5 szokás használni, ami egy olyan sza-
bályos TIFF állomány, ahol kihasználják a formátum névadó tulajdonságát, miszerint a
tárolt raszter adatokhoz címkeszerűen, kulcs-érték párokkal további metaadat-jellegű is-
mereteket lehet fűzni; és ilyen módon adnak meg többek között olyan dolgokat mint
például az alkalmazott vetületi rendszer meghatározásához vagy a rácshálónak ennek a
vetületnek a koordináta-rendszerében való elhelyezéséhez szükséges ismeretek.

Egy nagyon egyszerű megoldás lehet a GRID modellek (és mindenféle raszter adat)
kezelésére az, amikor az értékek kétdimenziós tömbjét sor- vagy oszlop-folytonosan ki-
írjuk egy bináris állományba. A rács méreteinek (sorok és oszlopok száma) valamint az
alkalmazott számtípus hosszának ismeretében könnyedén meg lehet mondani, hogy egy
adott rácspont magasságát leíró adat az adathalmaz (a fájl) melyik részén található. Az

4A TIFF formátum részletes leírása az ISO 12639:1998 szabványban található meg.
5A GeoTIFF formátumról bővebb információt a http://trac.osgeo.org/geotiff/ oldalon lehet találni.
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ilyen fajta megoldásokat nyers (raw) bináris adatnak is szokás nevezni. A nyers jelző arra
vonatkozik, hogy semmiféle tömörítési vagy indexelési lehetőséget nem alkalmazunk.

Adatcsere céljára nagyon jól használható az ArcInfo program szöveges alapú ASCII
GRID6 formátuma, ami egy fejlécet követően tartalmazza az egyes rácspontok magas-
ságait. Bár a szöveges formátum mérete nagyobb még a nyers bináris formátumokénál
is, de sok esetben mégis jól használható, főleg egyszerűbb, saját fejlesztésű programok
kimeneti formátumaként. A fejlécben tetszőleges érték meghatározható az ismeretlen
adatokat jelző értékként, ami nem a számszerűen hozzá tartozó, hanem az ismeretlen
értékeket (domborzat esetében az ismeretlen magasságokat) fogja jelenteni.

2.2.2. A GRID modellek georeferálásának kérdései

A GRID modell alkalmazásakor a rácspontok magasságai mellett meg kell még valaho-
gyan határozni a rácsháló elhelyezkedését is. Ez jelenti egyrészt a rácsháló elhelyezkedé-
sét egy koordináta-rendszerben, másrészt ennek a koordináta-rendszernek a viszonyát a
Föld felszínéhez képest.

A rácsháló elhelyezkedése megadható az egyik (formátumtól illetve alkalmazástól
függ, hogy melyik) sarokpontjának a koordinátáival, valamint a rácsháló vonalainak tá-
volságát és a koordináta-rendszer tengelyeihez képesti irányát kifejező adatokkal. Ál-
talános esetben a rácsháló soraihoz és oszlopaihoz kapcsolódóan is meg lehet adni egy
tetszőleges vektort, ami az egy oszloppal vagy egy sorral való elmozdulást jelenti az al-
kalmazott koordináta-rendszerben. Ez tulajdonképpen egy tetszőleges affin transzfor-
mációt jelent a rácsháló koordináta-rendszere és az alkalmazott vonatkozási rendszer
koordináta-rendszere között.

Többfélemegkötés is elképzelhető a rácsháló elhelyezkedésével kapcsolatban. A rács-
háló lehet a koordináta-rendszer tengelyeivel csak párhuzamosan elhelyezhető, vagy
azokhoz képest egy egységes (soronként és oszloponként külön nem szabályozható) szög-
gel elforgatható. A rácsháló felbontásával kapcsolatban is elképzelhető egyes alkalmazá-
sok és formátumok esetében, hogy egységesnek kell lennie mindkét irányban.

A vonatkozási rendszer az alapfelület és az azon elhelyezett vetület tulajdonságainak
teljeskörű leírásával vagy egy kódszámmal is megadható. A kódszám tárolása esetén egy
adatbázisból lehet kikeresni a megadott vonatkozási rendszer leírását. A különféle vo-
natkozási rendszerek sorszámmal való azonosításához főként az EPSG7 rendszert szokás
használni. Ebben a rendszerben az EOV a 23700, a WGS84 ellipszoid a 4326 kódszámmal
érhetőek el, a Magyarország területére eső 33-as és 34-es számú UTM vetületek azonosító
számai pedig 32633 és 32634.

Különféle térinformatikai alkalmazásokban általában elég az EPSG sorszámokat meg-
adni, a vonatkozási rendszer paramétereit (a vetület típusa és elhelyezkedése az alapfelü-
leten, valamint az alapfelület elhelyezkedése egy meghatározott referencia-rendszerhez,
általában a WGS84-hez képest) egy a szoftver részét képező adatbázisból kérdezi le a

6Az ArcINFO ASCII GRID formátumáról a http://resources.esri.com/help/9.3/arcgisdesk-
top/com/gp_toolref/spatial_analyst_tools/esri_ascii_raster_format.htm vagy a https://en.wikipe-
dia.org/wiki/Esri_grid oldalon található részletes információ.

7Az EPSG az European Petroleum Survey Group, vagyis egy kőolajipari nemzetközi szervezet nevének
rövidítése. Ez a szervezet adta ki először azt a vonatkozási rendszerek adatait tartalmazó adatbázist, ami
jelenleg a http://spatialreference.org/ címen érhető el.
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program. Fontos tudni, hogy az ezekben az adatbázisokban elérhető leírásokkal általá-
ban nem érhető el geodéziai pontosság. A geodéziai igényeket is kielégítő pontosság
ún. javító rácsokkal érhető el, amelyek a klasszikus vetületi átszámítások után maradó
eltéréseket tartalmazó raszter állományok8.

A GRID modell elhelyezkedését az alkalmazott koordináta-rendszerben célszerű egy
olyan affin transzformációval megadni, ami a rácsháló által kijelölt rendszer (a rácsháló
sorai és oszlopai) és az alkalmazott koordináta-rendszer kapcsolatát határozza meg. Ez
hat paramétert jelent, ami közül kettő a rácsháló kezdőpontjának pozícióját (X0, Y0) adja
meg az alkalmazott koordináta-rendszerben (feltéve hogy a rácsháló sorainak és oszlopa-
inak indexelését nullától kezdjük), két-két további paraméter pedig a rácsháló egymást
követő soraihoz illetve oszlopaihoz tartozó eltolások vektorait határozza meg.

Egy rácsháló egy pontjának koordinátáit ezeknek a paramétereknek az ismeretében
az affin transzformáció képletével egyszerűen ki lehet számítani:

X = X0 + T1 · o+ T2 · s

Y = Y0 + T3 · o+ T4 · s
(2.2.1)

ahol s és o a rácspont sorának és oszlopának a sorszámát jelentik. Ezek tekinthetőek
a rácsháló magasságait tároló kétdimenziós tömb indexeinek is. A [T1, T3] vektor a rács-
háló egymást követő szomszédos oszlopaihoz a [T2, T4] vektor pedig a rácsháló egymást
követő szomszédos soraihoz tartozó eltolásokat adják meg. Ha a rácsháló az alkalmazott
koordináta-rendszerhez képest nincsen elforgatva, akkor a T2 és a T3 paraméterek érté-
ke nulla, a T1 és a T4 pedig az oszlopok illetve a sorok távolságával egyeznek meg. A
T4 értékét általában negatív számként adják meg, mivel a rácsháló sorait északról délre
haladva szokás indexelni, a koordináta-rendszer, ahol a rácshálót elhelyezzük, pedig a
legtöbbször északkeleti tájolású.

Az affin transzformáció mátrixok segítségével is felírható aT1 T2 X0

T3 T4 Y0
0 0 1

 ·

os
1

 =

XY
1

 (2.2.2)

alakban. Ha kifejtjük a szorzás eredményeként kapott mátrix X és Y elemeit, akkor
megkapjuk a 2.2.1-ben látható összefüggéseket.

Ha egy geodéziai koordinátából akarjuk megmondani, hogy a rácsháló rendszerében
hová esik az adott pozíció, akkor az előző transzformációnak az inverzével aT1 T2 X0

T3 T4 Y0
0 0 1

−1

·

XY
1

 =

os
1

 (2.2.3)

8A témával kapcsolatban a http://www.geod.bme.hu/on_line/etrs2eov/etrs2eov_doc.html oldalon ta-
lálunk részletes leírást. Az geodéziai pontosságú EOV transzformációkhoz a https://github.com/OSGeo-
LabBp/eov2etrs oldalról lehet olyan javító rácsokat letölteni, amelyekkel az EHT2014 szolgáltatással 1 cen-
timéteren belül megegyező átszámításokat lehet végezni. Ezek az anyagok a BME Általános és Felsőgeo-
dézia Tanszékén készültek, Siki Zoltán és Takács Bence munkái.
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összefüggéssel kell dolgozni. A sorok és az oszlopok sorszámára ilyenkor általános eset-
ben nem egész számokat kapunk, a keresett pont magasságát ezért a legközelebbi rács-
pontok magasságából valamilyen interpolációs eljárással kell meghatározni. (Erről bő-
vebben a 2.4.1 részben lesz szó.)

A rácsháló oszloponkénti illetve soronkénti rácsállandóját a τo =
√
T 2
1 + T 2

3 és a
τs =

√
T 2
2 + T 2

4 képletekkel tudjuk kiszámítani. A T2 = T3 = 0 esetben (a rácsháló
vonalai ekkor párhuzamosak a koordinátarendszer tengelyeivel) ezek a τo = |T1| és τs =
|T4| alakokra egyszerűsödnek.

Még ha nem is párhuzamosak a koordinátarendszer tengelyeivel, a rácsháló vonalai
általábanmerőlegesek egymásra. Ilyenkor a (T1, T2) és a (T3, T4) vektorok skalárszorzata
nulla.

A GRID modellek és raszter adatok georeferálásánál nagyon fontos tisztázni, hogy az
alkalmazott program a kétdimenziós adatsor térbeli vonatkozását hogyan értelmezi. Az
eddig bemutatott elv az adatokat egy rácsháló rácspontjainak tekintette (a GRIDmodellek
elvének megfelelően), de sok programban tárolt kétdimenziós tömb elemeit egy képelem
(raszter) középpontjaként kezelik. A helytelen értelmezés a rácsállandó (felbontás) felé-
nek megfelelő nagyságú hibát eredményez.

2.3. TIN modellek
A domborzat digitális ábrázolásának a szabályos rácsháló alkalmazása mellett a másik el-
terjedt módszere, hogy szabálytalanul elhelyezkedő támpontokra háromszög alakú felü-
letdarabokat illesztünk, melyek összessége fogja meghatározni a domborzat modellezett
felületét. Ezt a modellt az angol „Triangulated Irregular Network” (szabálytalan három-
szögháló) kifejezés rövidítéseként TIN modellnek nevezzük. [105]

Ennek a modellnek előnye, hogy támpontjait mindig a szükséges helyeken és min-
denhol a szükséges sűrűségben tudjuk felvenni, így a lehetőség nyílik jobban lekövetni
különféle domborzati formákat. Hátránya, hogy a támpontok rendezetlen halmazának és
a közöttük lévő kapcsolatoknak a tárolása jóval bonyolultabb mint a másik modell eseté-
ben fellépő hasonló feladatok, és egy pont magasságának a megállapítása is összetettebb
feladat. [1]

2.3.1. A TIN modellek meghatározása, létrehozása

Egy sík pontjainak egy tetszőleges halmazához egy háromszöghálót tudunk rendelni a
Delaunay háromszögelés módszerével. Az így létrejövő háromszögháló minden három-
szögéről elmondható, hogy a köré írt kör nem tartalmazza a ponthalmaz egyetlen pontját
sem, a háromszögnek a körön elhelyezkedő három csúcsát leszámítva. Igaz továbbá az
az állítás is, hogy két szomszédos háromszög esetén a közös oldallal szemben lévő szögek
összege nem lehet nagyobb 180 foknál.

A Delaunay háromszögelés matematikai szempontból is fontos, kapcsolódik sokféle
matematikai problémához, szoros összefüggésben van például a Voronoj sokszögeléssel
(duális feladatok). A Voronoj sokszögelés megoldásának egyik módja is a Delaunay há-
romszögelésre való visszavezetés. A Delaunay háromszögeléssel kapott háromszögháló
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a gyakorlati alkalmazások szempontjából is előnyös tulajdonságokkal rendelkezik, mivel
a háromszögek alakja a fent ismertetett összefüggések miatt jobban közelít a szabályos
háromszögekhez, mint más megoldások esetén.

A Delaunay háromszögelés megoldására sokféle algoritmus ismert, a [87] két a gya-
korlatban is jól használható algoritmust is ajánl. A probléma visszavezethető egy eggyel
nagyobb dimenziójú térben történő befoglaló konvex burok számítására, amennyiben a
pontokat egy paraboloid felületére vetítjük. A [96] hatékony algoritmusokat mutat be
többek között a Delaunay háromszöghálók generálására is.

A probléma matematikai értelemben történő megoldhatóságához a ponthalmaz se-
melyik három pontja nem eshet egy egyenesre, illetve semelyik négy pontja nem illesz-
kedhet egy körre. Az egyik legegyszerűbb példa a feltételt nem teljesítő ponthalmazra
egy négyzet négy csúcsa. Erre a ponthalmazra kétféleképpen is illeszthetünk két három-
szöget, közös oldaluk lehet a négyzet bármelyik átlója, a háromszögek köré írt körök íve
viszont mind a négy pontot tartalmazni fogja. Ez nem csupán egy elméleti lehetőség, a
gyakorlatban is sokszor előfordul, amikor egy szabályos négyzetrácshálón alapuló GRID
modell rácspontjaira illesztünk egy TIN hálót.

Az algoritmusok implementációja során természetesen az ilyen kivételekre is fel kell
készülni. Egy matematikai jellegű számításokat végző alkalmazásban ilyenkor a prog-
ram általában jelzi, hogy a feladnak nincs (valódi) megoldása, mint ahogyan például egy
azonosságot tartalmazó egyenletet sem old meg egy számítógépes algebrai rendszer. Tér-
informatikai (és minden más műszaki jellegű) alkalmazások esetében elvárható viszont,
hogy az ilyen esetekre is kapjunk valamilyen kielégítő megoldást, a korábbi négyzetes
példa esetében például jöjjön létre háromszögháló a két lehetséges megoldás akármelyi-
kével.

Műszaki célokra a Delaunay háromszögelés olyan módosított változatait szokás al-
kalmazni, amelyek lehetővé teszik a háromszögháló létrehozásába való beavatkozást is
egyes élek direkt megadásával. Erre akkor lehet szükség, ha a felmérés során meghatá-
roztuk a terepnek olyan törésvonalait (pl. rézsűk széle, árkok vonalai), amelyeket a terep-
felszín reprezentációjaként létrehozott háromszöghálóban is mindenféleképpen élekként
szeretnénk kezelni. A Delaunay háromszögelésnek egy ilyen fajtájára kínál megoldást a
[49], illetve a többdimenziós esetre a [119].

A Delaunay háromszögelés háromszögei összességükben a ponthalmaz konvex be-
foglaló burkát adják. Konkáv alakú munkaterület esetén zavaró lehet, hogy a felületmo-
dellünk olyan részeket is tartalmaz, amelyet valójában nem is mértünk fel. Ezt a három-
szögek területeire vagy oldalaik hosszára bevezetett feltétellel, egy a megadott limitnél
nagyobb elemek eltávolításával lehet kiküszöbölni; vagy akár a munkaterületet határoló
élek megadásával is kezelhető a probléma. Ilyen módon akár szigetszerű belső területek
is kihagyhatóak a domborzatmodellből.

Bizonyos esetekben felmerülhet az igény, hogy a háromszögháló háromszögeinek ol-
dalai ne legyenek hosszabbak egy meghatározott értéknél, illetve a mérettől függetlenül
ne legyenek a szabályostól túlzottan eltérő háromszögek. A [118, 120] erre a problémára
kínál algoritmusokat, amelyek segítségével újabb pontok beiktatásával lehet „finomítani”
a háromszöghálót.

További algoritmusokat ismertet a Delaunay háromszögelésre a [67, 124, 121, 51].
A TIN háló kialakításakor csak a vízszintes koordinátákat vesszük figyelembe, de ter-
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mészetesen a létrejövő domborzatmodell a pontokhoz tartozó magassági adatok révén
válik teljessé. A Delaunay háromszögelés egyébként értelmezhető magasabb dimenziók-
ban is, de ha sík (2D) helyett térben (3D) végezzük el, akkor háromszögek helyett tetra-
édereket ad eredményül.

2.3.2. A TIN modellek tárolásának kérdései

A TIN modell háromszöghálója háromféle alapelemből épül fel: lap, él és csúcs. Ezek az
elemek kapcsolatban állnak egymással. Az élek két csúcsot kötnek össze és két szom-
szédos lap határát képezik, vagyis a szomszédos lapok háromszögeinek közös oldalai.
(Kivéve a háromszögháló szélén elhelyezkedő éleket, amelyek csak egyetlen lapot hatá-
rolnak.) Minden lap három darab csúcson fekszik, amelyeket három darab él is összeköt,
miként egy háromszög is három ponttal adható meg, és három oldala van. Egy csúcs ket-
tő vagy több élhez, és egy vagy több laphoz kapcsolódik. Mivel a csúcsok elhelyezkedése
szabálytalan, az élek és a lapok elhelyezkedése is az.

A TIN modell tárolására használt adathalmazt úgy kell felépíteni, hogy könnyen
(vagyis minél kevesebb műveleti lépéssel) elvégezhetőek legyenek azok a lekérdezések,
amelyek a modellel kapcsolatos műveletek alapját képezik. Fontos, hogy gyorsan megál-
lapítható legyen, hogy egy vízszintes koordinátáival adott pozíció melyik háromszögbe
esik, vagy hogy egy térrészbe mely háromszögek esnek; valamint egyszerűen lekérdez-
hetőnek kell lennie az elemek közötti topológiai kapcsolatoknak is.

A TIN domborzatmodell által meghatározott felület a számítógépes grafikában hasz-
nált felülethálóként (mesh) is felfogható, aminek egy olyan speciális esete, ahol vala-
mennyi felületelem háromszög, és ezen háromszögeknek a vízszintes síkra vetített képei
között nincs átfedés. A felületháló általános esetben a térben tetszőlegesen elhelyezke-
dő, egymáshoz közös éleik (edge) mentén kapcsolódó sokszögekből (face) áll. Az élek
csúcsokat (vertex) kötnek össze, amelyek a poligonháló sokszög alakú felületelemeit is
meghatározzák. Természetesen a TIN modellhez hasonlóan a GRID modellek is leképez-
hetőek egy felülethálóra, ilyenkor annak elemei nem háromszögek lesznek, hanem olyan
négyszögek, amelyek vízszintes vetületei szabályos négyzetek.

A felülethálók tárolására alkalmazni lehet például a
”
szárnyas-él” modellt [32, 33],

ami így a TIN esetében is használható. A szárnyas él modell központi eleme az él, ami
tartalmazza a kezdő- és végpontra való hivatkozásokat (mutatók vagy azonosítók, az imp-
lementációtól függően), az éltől az előző pontok sorrendje által meghatározott irány sze-
rint értelmezve balra illetve jobbra eső felületelemre való hivatkozásokat, illetve arra a
két másik élre való hivatkozást, amelyekkel az ennek két felületnek a körbejárását tudjuk
folytatni az él végpontját követően. A felületelemek és a csúcsok tárolásához az egyik
kapcsolódó élre való hivatkozást kell tárolni mindkét esetben, illetve a csúcsok esetében
természetesen a koordinátákat is.

Az, hogy bármilyen TIN vagy GRIDmodellből egyszerűen levezethető egymesh azért
fontos, mert azt utána sokféle számítógépes grafikai alkalmazásban használhatjuk a dom-
borzat felszínének megjelenítésére. Ha textúrázott megjelenítést szeretnénk, akkor a víz-
szintes koordinátákat könnyen használhatjuk például egy digitális ortofotónak a felszín-
re illesztéséhez, mert a vízszintes koordinátákból egyszerűen át tudunk térni a textúra
koordináta-rendszerébe.
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Relációs adatbázisban tárolva a TIN modell háromszöghálóját a szárnyas él modell-
hez képest elhagyhatóvá vállnak a lapok (hacsak nem akarunk hozzájuk kapcsolódva
valamilyen adatot tárolni) és az éleknél a továbbhaladó élekre való hivatkozások, annak
köszönhetően, hogy az élek adatait tároló táblát többféle tulajdonság szerint is indexelni
tudjuk.

A GML9 adatokban a TinType típusú objektumok használatával lehet a szabályta-
lan háromszöghálókon alapuló felületmodelleket kezelni. Ez a típus pontjaival, törésvo-
nalaival és határvonalaival tárolja a TIN modellt; az ezekből levezethető háromszögháló
számítása a feldolgozó program feladata. Egy csak háromszögekből álló, de egyébként
tetszőleges felülethálót a TriangulatedSurface típusú, egy a korábban bemu-
tatott „mesh”-nek megfelelő tetszőleges sokszögekből összeállított felülethálót pedig a
PolyhedralSurface típusú objektumokkal lehet modellezni.

Az OGC10 Simple feature access11 szabványsorozatában a PolyhedralSurface
objektumtípus alkalmas TIN modellek tárolására. Az OGC 06-103r4 szabvány 15. számú
ábrája egy olyan UML class diagramot tartalmaz, amin egy a PolyhedralSurface
osztályból öröklődő TIN osztály látható, de az OGC 06-104r4 szabvány ilyen típust nem
ismer.

2.4. A domborzat egy pontjának jellemzése
Az alábbiakban a domborzat olyan tulajdonságait foglalom össze, amelyekkel a dom-
borzat egyes pontjai jellemezhetőek. Ezt úgy is mondhatjuk, hogy pontonként változó
tulajdonságokról van szó.

2.4.1. Pontonként számítható számszerű jellemzők

Amennyiben a domborzat egy pontját akarjuk jellemezni, a levezethető jellemzők meg-
adásához a legegyszerűbb a domborzatot egy kétváltozós függvénynek tekinteni, így azt
matematikai eszközökkel tudjuk a továbbiakban kezelni. Ha a domborzat egy kétválto-
zós függvény, akkor a terepfelszín magasságát egy pontban a következő módon írhatjuk
fel:

h = f (x, y) (2.4.1)

Ennek a felületnek kiszámíthatjuk az x illetve y irányú deriváltjait, amelyeket többfé-
leképpen is szokás jelölni (én a továbbiakban a p és q jelölést fogom használni) és együt-
tesen a gradiensvektort adják:

9A GML (Geographic Markup Language) szabvány elérhető a http://www.opengeospatial.org/stan-
dards/gml oldalon. A GML-t az ISO is szabványosította ISO 19136:2007 számon.

10Open Geospatial Consortium, honlapja a http://www.opengeospatial.org/ címen érhető el.
11A szabványsorozatban használt közös ismereteket az OGC 06-103r4 (elérhető a http://www.openge-

ospatial.org/standards/sfa címen) tartalmazza. A gyakorlatban a legtöbbet a szabványsorozatnak az OGC
06-104r4 jelű tagját (elérhető a http://www.opengeospatial.org/standards/sfs címen) alkalmazzák, ami az
SQL alapú adatbázis-kezelők térinformatikai funkciókkal való kiterjesztésére határoz meg egy egységes
megoldást.
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∇f =

[
∂f
∂x
∂f
∂y

]
=

[
f

′
x

f
′
y

]
=

[
p

q

]
(2.4.2)

Az esésvonal iránya ellentétes lesz a gradiensvektor irányával. Irányszögére igaz a
következő összefüggés:

δevon = arctan
(
−q
−p

)
(2.4.3)

A gyakorlatban ez a−p és−q koordinátakülönbségekhez tartozó irányszög számítá-
sát jelenti. Ez legtöbb programozási nyelvben az atan2 függvény segítségével oldható
meg a legegyszerűbben, ami a−p és−q értékek előjeleiből kikövetkezteti a helyes szög-
negyedet és a p = 0 esetet is megfelelően kezeli. A csapásvonal iránya az esésvonal
(illetve a gradiensvektor) irányára merőleges:

δ0 = δevon ± 90° (2.4.4)

A legnagyobb terepesést a gradiensvektor hossza adja meg:

gevon = |∇f | =
√
p2 + q2 (2.4.5)

Egy a ponton átmenő tetszőleges irányhoz (jelölése: δ) tartozó terepesést is ki lehet
számítani:

gδ = gevon · cos (δ − δevon) = −p · cos δ − q · sin δ (2.4.6)

Számítani lehet egy megadott terepeséshez (jelölése: g) tartozó irányszöget is, feltéve
hogy |g| 5 gevon, vagyis ez a terepesés nem nagyobb legnagyobb terepesésnél:

δg = arccos
p · g ±

√
g2evon − g2

g2evon
= arccos

p · g ±
√
p2 + q2 − g2

p2 + q2
(2.4.7)

Az arkusz koszinusz függvénynek több lehetséges értéke is lehet, ezek mindegyi-
kéhez egy-egy olyan irányszög tartozik, amelyben a terepesés értéke a keresett érték.
A fenti képletekben g betűvel, illetve annak különféle alsó indexes változataival jelölt
mennyiségek helyett a terepviszonyok kifejezésére használhatjuk a lejtőszöget is. A két-
féle mennyiség között a következő összefüggések segítségével nyílik lehetőségünk az
átszámításra:

α = arctan g (2.4.8)

g = tanα (2.4.9)

A g-vel jelölt mennyiségeket sokszor százalékos formában adják meg. Például a g =

0.15 helyett azt is mondhatjuk, hogy a lejtő 15 százalékos, illetve a 2.4.8 segítségével azt
is kiszámíthatjuk, hogy a lejtőszög α ' 8.53°.
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A felület görbületi viszonyainak [93] leírásához már a második deriváltakra is szük-
ségünk van. Ezeket általában az ún. Hesse-mátrixban szokás megadni:

∇2f =

[
∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y2

]
=

[
r s

s t

]
(2.4.10)

A továbbiakban a fent is használt r, s és t jelöléseket fogomhasználni ezekre amennyi-
ségekre. A felület legnagyobb és legkisebb görbülete a következő képletekkel számítható:

λ1,2 =
r + t±

√
(r + t) 2 + 4 (rt− s2)

2
(2.4.11)

A legnagyobb görbület irányát a következő módon kapjuk meg:

δcmax =
1

2
· arctan 2s

r − t
(2.4.12)

A legkisebb görbület iránya erre merőleges. Az irányszög számításánál itt is érvé-
nyesek a gradiensvektor irányánál leírtak.

A domborzat egyszerű jellemzőit számítani tudjuk a fenti képletekben h, p, q, r, t
és s betűkkel jelzett jellemzők ismeretében, vagyis ha meg tudjuk állapítani a dombor-
zatnak mint kétváltozós függvénynek a helyettesítési értékét (a magasságot) valamint
az első és második differenciálhányadosait. Akár síkokat is használhatunk a dombor-
zatmodell alapelemeinek, a helyettesítési érték (h) és az első differenciálhányadosok (p
és q) értékeire használható számokat kapunk, a magasságot és a lejtésviszonyokat ebből
elfogadhatóan ki lehet számítani.

Amennyiben a terepfelszín görbületét vagy egyéb a második differenciálhányado-
soktól (r, t és s) is függő jellemzőket akarunk tanulmányozni, már semmiféleképpen sem
megfelelő a síkok alkalmazása, mert a sík minden pontjában r = t = s = 0, így a
görbületre vonatkozó információhoz ebből nem juthatunk. (De akár matematikai össze-
függések nélkül is könnyen belátható, hogy síkokkal nem lehet görbületi viszonyokat
modellezni.) A bilineáris felület sem alkalmas a görbületi viszonyok tanulmányozásá-
ra, mert két irányban is mindig egyenes a keresztmetszete. Ezeknek a jellemzőknek a
meghatározásához ilyen esetekben magasabb fokú felületeket kell alkalmazni.

2.4.2. Pontonként számítható jellemzők grafikus ábrázolása

Felmerül az igény, hogy a terület minden pontjában kiszámított értékeket egy tematikus
térképen ábrázoljuk. Ez történhet úgy, hogy meghatározott értékekhez színeket rende-
lünk, majd ezekkel a színnel és a közöttük található átmeneti árnyalatokkal ábrázoljuk az
előforduló értékeket. Ennek a legismertebb példája az, amikor a magasságot ábrázoljuk
színfokozatokkal, a zöldtől indulva a sárgán és a banán át a feketéig.

Más számszerű jellemzők is ábrázolhatóak ilyen módon. Például a (legnagyobb) te-
repesés. Különféle színárnyalatokkal tudjuk kifejezni, hogy a terep felszíne az egyes
pontokban milyen szöget zár be a vízszintessel, a meredekebb részeket így másmilyen
színárnyalatok fogják megjeleníteni, mint a közel sík területeket.

Érdekes a helyzet az irányszög jellegű mennyiségeknél, például az esésvonal irányá-
nál. Itt is lehetne alkalmazni az előbbi módszert, de az a kezdő irány környékén érdekes
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2.4.1. ábra. A domborzat ábrázolása különféle módszerekkel: a magasságok ábrázolása
szürke árnyalatokkal (bal felső kép), a magasságok ábrázolása a földrajzi térképeken szo-
kásos színskála segítségével (bal alsó kép), a domborzat ábrázolása árnyalásos módszerrel
(jobb felső kép) valamint a színskála és az árnyalásos ábrázolás kombinációja (jobb alsó
kép). A képek 25 méteres újramintavételezéssel EOV rendszerbe transzformált 1 másod-
perces felbontású SRTM modell alapján készültek QGIS programmal.
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2.4.2. ábra. A lejtő irányának megjelenítése nyilakkal. A bal oldali képen minden nyíl
mérete egyforma. A jobb oldali képen a nyilak hossza a terep lejtésével arányos. A
képek a GRASS[101] felhasználásával készültek.

következményekkel járna, mivel a skála két végpontja itt egymás mellé kerülne. Hogy
ne legyen itt az alig eltérő irányokhoz rendelt színárnyalatok között törésszerű eltérés,
célszerű a színskála két végpontjának ugyanazt a színt megadni. Ez történhet a szürke
különféle árnyalataival úgy, hogy az egyes irányokhoz azokat a színárnyalatokat ren-
deljük, amelyek egy oldalról megvilágított kúp azonos irányú alkotójához tartoznának.
Ezzel a módszerrel egy látványos, az árnyalásos domborzatábrázoláshoz hasonló képhez
jutunk, aminek hátránya, hogy a megjelenített kép egy színéhez több irány is tartozik.
A problémára megoldást jelenthet, ha az egyes irányokhoz egy színkörnek a megfelelő
színeit rendeljük, amivel elérhető, hogy minden irányhoz eltérő színárnyalatok tartozza-
nak.

A lejtő irányát jelölhetjük az adott irányba mutató nyilakkal. A nyilak mérete lehet
egységnyi, vagy arányos lehet a terepeséssel. (2.4.2 ábra) Az így készült térképeket gra-
dienstérképnek nevezzük. Hátránya, hogy a nyilak kirajzolása jóval több helyet igényel
mint egy képpont kiszínezése, viszont az így készült kép szemléletes.

2.4.3. Pontonként számítható tulajdonságokból származtatható jel-
lemzők

A gyakorlatban a terep lejtésviszonyainak a jellemzéséhez nem közvetlenül a gradiens-
vektort és a belőle származtatható egyéb geometriai adatokat használják, hanem az esés-
vonal irányából és a terepesés értékéből kategóriába sorolással képeznek jellemzőket,
a lejtőkategóriát és a kitettséget. A lejtőkategória meghatározásához az 2.4.1 táblázat
szerint sorolják be a területeket a százalékban kifejezett lejtés alapján névvel és (római)
számmal is jelzett kategóriákba.

A lejtőkategóriákat a mezőgazdasági művelés szempontjai szerint állapították meg.
Azért tekintjük az 5% alatti lejtésű területeket síknak, mert a tapasztalatok szerint eze-
ken a helyeken az eróziómég nem jelentős. Az V. kategóriába tartozó (meredek) területek
mezőgazdasági művelésre már nem alkalmasak. A 2.4.2 táblázatban a lejtők kategorizá-
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2.4.1. táblázat. A lejtőkategóriák a lejtés függvényében
lejtőkategória lejtés minősítés

I. 5%-ig sík
II. 5% és 12% között enyhén lejtős
III. 12% és 17% között lejtős
IV. 17% és 25% között enyhén meredek
V. 25% felett meredek

2.4.2. táblázat. A lejtők kategorizálásának egy másik módja. ([63] alapján)
típus lejtőszög megjegyzés

enyhe lejtő 15°-ig gyalogosan és gépjárművel is könnyen járható
meredek lejtő 15° és 30° között gyalogosan és terepjáróval járható

igen meredek lejtő 30° és 45° között gyalogosan is nehezen járható
falszerű lejtő 45° felett csak hegymászó felszereléssel járható

lásának egy másik, a terep járhatóságát szem előtt tartó módját láthatjuk.
A terep lejtésének iránya alapján is kategóriákba sorolhatjuk egy terület pontjait. A

nem sík területek kitettségének megállapítása az esésvonal irányszöge alapján történik,
a 2.4.3 táblázat szerint.

Ez a beosztás szintén a növényzet igényeihez és a mezőgazdasági hasznosíthatóság-
hoz kapcsolódik, és ebben a formában a Föld északi féltekére érvényes. A kategóriák
közötti választóvonalak nem a 45°+ k · 90°-os irányokban vannak, hanem ahhoz képest
1/16-od körívnyivel (vagyis 22,5°-al) elforgatva, a 67, 5°+ k · 90°-os irányokban.

2.5. Interpolációs módszerek
Ebben a részben a 2.4.1 részben bemutatott jellemzők (a terep magassága, valamint a
kétváltozós függvénynek tekintett terepfelszín első ésmásodik deriváltjai) kiszámításával
foglalkozom különféle modellekre illesztett különféle felületek segítségével

2.5.1. Interpoláció síkkal

A TIN háló egy háromszögére kézenfekvő módon lehet síkot illeszteni, mivel a három-
szög három csúcsa egyértelműen meghatároz egy síkot. Amennyiben a keresett, vízszin-
tes koordinátáival megadott pozíció a háromszög területére (a csúcsok vízszintes koor-
dinátái által meghatározott háromszög belsejébe) esik, a terep magasságát a pozícióhoz

2.4.3. táblázat. A kitettségek kategóriái az esésvonal irányszögének függvényében
az esésvonal irányszöge égtáj kitettség

0° és 67° valamint 338° és 360° között É, ÉK III.
68° és 157° között K, DK II.
158° és 247° között D, DNY I.
248° és 337° között NY, ÉNY II.
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ezen a síkon tartozó magasságként kell értelmezni.
Ha a háromszög csúcsainak koordinátáit x1, y1, z1, x2, y2, z2, x3, y3 és z3 betűkkel

jelöljük, az x és y tetszőleges vízszintes koordinátákkal megadott pozícióban az erre a
három pontra illesztett sík magasságát pedig z-vel, akkor a sík egyenletét azt az össze-
függést felhasználva írhatjuk fel, hogy a négy pont által alkotott tetraéder térfogata nulla.
A tetraéder térfogatát determinánsos alakban felírva az egyenlet a következőképpen fog
kinézni:

1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1

x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.5.1)

A fenti egyenletet hattal szorozva és a determinánst az első sora szerint kifejtve kap-
juk:

x

∣∣∣∣∣∣
y1 z1 1

y2 z2 1

y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣− y

∣∣∣∣∣∣
x1 z1 1

x2 z2 1

x3 z3 1

∣∣∣∣∣∣+ z

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.5.2)

Amit z-re rendezve kapjuk:

z =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣
y1 z1 1

y2 z2 1

y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣
x+

∣∣∣∣∣∣
x1 z1 1

x2 z2 1

x3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣
y (2.5.3)

A fenti összefüggésben sík egyenletének három paramétere determinánsok hánya-
dosaként áll elő, ahol a nevező mindhárom esetben azonos. A determinánsokat kifejtve
kaphatjuk a következő értékeket:

D = x1y2 + x3y1 + x2y3 − x1y3 − x2y1 − x3y2

p = y1z3−y2z1−y3z2−y1z2−y3z1−y2z3
D

q = x1z2+x3z1+x2z3−x1z3−x2z1−x3z2
D

M0 =
x1y2z3+x3y1z2+x2y3z1−x3y2z1−x2y1z3−x1y3z2

D

(2.5.4)

Ezekkel a paraméterekkel már egyszerűbben felírható a sík egyenlete:

h =M0 + px+ qy (2.5.5)

A terepfelszínnek az x, y pozícióban vett magasságát itt már ismét h-val jelöltem a
2.4.1 jelölésénekmegfelelően. A p és a qmennyiségek a 2.4.2 egyenletben hasonló módon
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jelölt mennyiségekkel egyeznek meg, vagyis a gradiensvektor elemei. Az M0a síknak a
koordináta-rendszer kezdőpontjában vett magassága. A D csak egy segédmennyiség,
amit azért vezettünk be, hogy a 2.5.3 nevezőiben található determináns értékét csak egy-
szer kelljen kiszámítani. A D értéke akkor nulla, ha a három pont vízszintes vetülete
egy egyenesre esik. Ilyenkor a számításokat nem lehet elvégezni, de azoknak geometriai
értelme sem lenne.

Ha a három pont által meghatározott sík merőleges (normális) irányát akarjuk meg-
határozni, akkor arra egyszerűbb módszer is kínálkozik. Ha vesszük bármelyik pontból
a másik kettő pontba mutató vektorok vektoriális szorzatát, annak iránya merőleges lesz
a három pont közös síkjára.

GRID háló esetében a négyzetet egy átlója mentén két háromszögre lehet bontani,
amelyekre az előzőekben bemutatott módon lehet síkot illeszteni, vagy a háló egy négy-
zetén belül a négy sarokpontra illeszkedő bilineáris felülettel lehet dolgozni a követke-
zőekben bemutatott módon.

2.5.2. Bilineáris felület alkalmazása

A bilineáris felület illesztése során a vizsgált pontot tartalmazó négyzet négy pontjából
indulunk ki. Vesszük a négyzet két párhuzamos oldalát, majd lineáris összefüggésekkel
számítjuk annak a pontnak a magasságát, amelyek a vizsgált pont merőleges vetülete-
iben helyezkednek el, vagyis a szakaszok változó koordinátái a vizsgált pont kérdéses
koordinátájával egyeznek meg. A következő lépésben az így kapott két pont között egy
hasonló lineáris interpolációval számíthatjuk ki a vizsgált pont magasságát. Mindegy,
hogy a négyzet melyik két párhuzamos oldalával kezdünk, ugyanazt az eredményt kap-
juk.

Egy szakaszon belül egy a szakaszt két kisebb szakaszra osztó pont (pozíció) magas-
ságát (vagy bármelyik más koordinátáját) úgy lehet számítani, hogy a végpontok ma-
gasságainak vesszük a velük szemben lévő részszakaszok hosszaival súlyozott számtani
közepét. Egy egységnyi oldalhosszúságú négyzettel dolgozva (vagy egy egyszerű osztás-
sal ilyenre áttérve) a 0 és 1 közötti értékeket felvehető u-val és v-vel jelölhetjük a vizsgált
pozíció helyzetét, a négy rácspont magasságát pedig aH0,0,H0,1,H1,0 ésH1,1 jelölésekkel
(2.5.1 ábra). A vizsgált pozíció magassága így:

H = H0,0 (1− u) (1− v) +H0,1u (1− v) +H1,0 (1− u) v +H1,1uv (2.5.6)

Ha a vizsgált pozíción keresztül húzott, a rácsháló vonalaival párhuzamos két vonal-
lal a rácsháló négyzetét négy részre bontjuk, akkor az egyes rácspontok magasságainak
a velük szemben elhelyezkedő téglalap területével súlyozott számtani közepe lesz a bili-
neáris felület magassága a vizsgált pozícióban.

A számítások során H0,0-al jelölt rácspont elhelyezkedését (indexeit) a teljes rácson
belül a 2.2.3 képlet segítségével számítható o és s értékek egész részeként kaphatjuk meg.
Az u és a v paramétereket az előbbi értékek eggyel vett osztási maradékaként állíthatjuk
elő.
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2.5.1. ábra. A vizsgált pozíció magasságának meghatározása a rácsháló környező pontja-
inak magasságaiból kiindulva, bilineáris interpoláció segítségével.

2.5.3. Interpoláció polinomokkal

Ha GRID modell egy négyzete fölé magasabb fokú polinomok segítségével akarunk egy
felületet meghatározni, akkor a négyzet sarokpontjain túl néhány további szomszédos
pont bevonására is szükségünk van. Az bilineáris felületeknél 0 és 1 indexekkel jelölt
rácspontok mellett a szomszédos−1 és 2 sorszámmal jelölhető indexű, vagy akár további
elemek értékeit is fel kell használni a számítások során.

A terepfelszín magasságát egy magasabb fokú polinomot használva a

h (x, y) =
∑

ai,jx
iyj (2.5.7)

képlettel adhatjuk meg, ahol az ai,j értékek a polinom paraméterei, amelyekben az i és a
j értékei olyan nem negatív egész számok amelyekre az i + j ≤ k feltétel teljesül, ahol
a k a polinom fokszáma. A k = 1 eset a sík, a másodfokú illetve harmadfokú felületeket
a k = 2 illetve k = 3 értékekkel kapjuk. Az előbbi feltétel helyett az i ≤ k′ és a j ≤ k′

feltételek együttes teljesülését is elő lehet írni. A bilineáris felület ennek a k′ = 1 esete.
A polinom ai,j-vel jelölt paramétereinek meghatározásakor a 2.5.7 összefüggésben a

magasságot (és természetesen az x-el és y-al jelölt vízszintes koordinátákat is) ismertnek
véve egy a polinom paramétereit ismeretlenként tartalmazó lineáris egyenletet kapunk.
A paraméterek számának megfelelő ilyen egyenletet felírva (amihez nyilvánvalóan ilyen
számú ismert magasságú pontra van szükségünk) egy olyan lineáris egyenletrendszer-
hez jutunk, aminek a megoldásával a polinom paramétereit kapjuk. A szükségesnél több
egyenlet (több pont) használatakor kiegyenlítéssel határozhatjuk meg a polinom para-
métereit.

Az i és j paraméterekre megállapított feltétel fajtájától függ az ai,j-vel jelölt paramé-
terek száma. Erre az első esetben a k(k−1)

2
jön ki, vagyis háromszögszámokat kapunk,

míg a második esetben a paraméterek száma k′2, vagyis négyzetszámok lesznek. A négy-
zetszámok előnyösebbek, amikor egy azonos számú sorból és oszlopból álló rácshálóra
kell egy felületet illeszteni, mert ilyenkor az adatok száma és a belőlük levezetendő para-
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méterek száma megegyezik. Hátránya ennek a megoldásnak az, hogy a magasabb fokú
tagok nem teljesek: a bilineáris felület egyenletében szerepel például az xy másodfokú
szorzat, de x2 és y2 tagokat már nem tartalmaz.

A deriválás alapvető szabályait felhasználva a 2.5.7 egyenletből kiindulva számíthat-
juk a terepfelszín elsőfokú deriváltjait:

p = ∂h
∂x

=
∑
iai,jx

i−1yj

q = ∂h
∂y

=
∑
jai,jx

iyj−1

(2.5.8)

majd ezeket tovább deriválva kapjuk a terepfelszín másodfokú deriváltjainak értékeit
megadó összefüggéseket:

r = ∂2h
∂x2 =

∑
i (i− 1) ai,jx

i−2yj

t = ∂2h
∂y2

=
∑
j (j − 1) ai,jx

iyj−2

s = ∂2h
∂x∂y

=
∑
ijai,jx

i−1yj−1

(2.5.9)

Amikor a terepfelszín egy darabját egy a fentiekben bemutatott polinommal köze-
lítjük, általában harmadfokú polinomot használunk. Az így létrehozott felületek a har-
madfokú tagoknak köszönhetően már inflexiót is tartalmazhatnak, de a magasabb fokú
polinomoknál kevésbé hajlamosak arra, hogy egy pont megváltoztatásának hatására a
felület jelentősen megváltozzon a ponttól távolabbi területeken. A 2.5.7, 2.5.8 és 2.5.9
egyenletek a k = 3 (harmadfokú) esetben a következőképpen néznek ki, ha a képletek-
ben szereplő szummázásokat kifejtjük a magasságra:

h = a0,0 + a1,0x+ a0,1y + a2,0x
2 + a1,1xy + a0,2y

2 + a3,0x
3 + a2,1x

2y + a1,2xy
2 + a0,3y

3 (2.5.10)

az elsőfokú deriváltakra:

p = a1,0 + 2a2,0x+ a1,1y + 3a3,0x
2 + 2a2,1xy + a1,2y

2

q = a0,1 + a1,1x+ 2a0,2y + a2,1x
2 + 2a1,2xy + 3a0,3y

2

(2.5.11)

illetve a másodfokú deriváltakra:

r = 2a2,0 + 6a3,0x+ 2a2,1y

t = 2a0,2 + 2a1,2x+ 6a0,3y

s = a1,1 + 2a2,1x+ 2a1,2y

(2.5.12)

Gyakorlati okokból, a számítások közben keletkező kerekítési hibák minimalizálása
érdekében, az előbbiekben bemutatott, polinomokkal kapcsolatos számításokat célszerű
egy olyan eltolt koordináta-rendszerben elvégezni, amelynek az origója amunkaterületre
esik.

TIN modellek esetén [62] megad egy módszert, aminek a segítségével a modell há-
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romszög elemeire harmadfokú polinomokat határozhatunk meg. Az eljárás az egyes
háromszögekre illesztett polinom felületek között az egymással szomszédos háromszö-
gek esetében folyamatosságot biztosít, a végeselemes számításoknál használthoz hasonló
módszert alkalmazva. A vizsgált vízszintes pozícióhoz tartozó háromszöglaphoz rendelt
polinomnak az együtthatóiból a 2.5.10 felhasználásával meghatározható a magasság il-
letve a 2.5.8 és 2.5.9 képletek segítségével az első- és másodfokú deriváltak is.

2.5.4. B-spline felületek alkalmazása

Egy domborzatmodell felbontásának növelése során akár a mesh felületek simítására ki-
dolgozott módszereket is alkalmazhatjuk. Az egyik leginkább elterjedt ilyen módszer
a B-spline felületeken alapuló Catmull-Clark-féle felosztás [48] nagyon jól használható
olyankor, amikor egy GRID modell felbontását 2n-szeresére akarjuk növelni.

A módszer elve szerint először a négyszögek közepére kell kiszámítani a finomított
háló egy új pontját a négy csúcs koordinátáinak átlagaként; majd az élek közelébe eső új
pontok következnek, melyek helyzetét a két szomszédos eredeti csúcs és a kettő lapok
belsejébe eső, az előző lépés során számított pont koordinátáinak átlagolásával határoz-
zuk meg. A négyszögekből álló felületháló simítása ezzel még nem ér véget, mert az
utolsó lépésben az eredeti csúcsoknak is új pozíciót számítunk úgy, hogy az eredeti csúcs
koordinátáit 1/2 az előző lépésekben számított nyolc új csúcs (négy a lapok, négy pedig
az élek közepének a környékére esik) koordinátáit pedig 1/16 súlyokkal átlagoljuk.

Ha a fenti módszert egy GRID domborzatmodell szabályos négyzetrácshálóján alkal-
mazzuk, akkor a GRID hálójának speciális tulajdonságai következtében az elvégzendő
számítások egyszerűsödnek. Az új rácspontok vízszintes értelemben a kiinduló rácspon-
toktól pontosan egyenlő távolságban fognak elhelyezkedni, a kiinduló rácspontok víz-
szintes helyzete a finomítás során nem fog megváltozni, vagyis a szokásos számításokat
a három térbeli koordináta helyett csak a magasságokkal kell elvégeznünk. A szabályos
négyzetrácshálón a 2.5.2 ábrának megfelelően előre ki lehet számolni, hogy egy rácspont
magasságát milyen súllyal kell figyelembe venni a finomított rácsháló egyes pontjainak
a magasságának a számításakor. A finomított GRID modell rácspontjainak magasságait
az 2.5.2 ábra utolsó képen elhelyezkedő számokat megfelelően elrendezve konvolúció-
szerűen tudjuk számítani.

A fentiek alkalmazásával egy lépésben kétszeres felbontású (fele akkora rácsközű)
modellhez jutunk. A módszert többször egymás után alkalmazva lehetőségünk van 2n-
szeres felbontásúra finomítani a domborzatmodellünket. A súlyokat ehhez akár előre is
ki lehet számítani a 2.5.3 ábrán látható módon.

A domborzat felületének a Catmull-Clark-féle módszerrel történő simításakor figye-
lembe kell venni, hogy ez az eljárás, más simítási módszerekhez hasonlóan, az eredeti
pontok koordinátáit (esetünkben csak a magasságokat) is megváltoztatja. Ez egy olyan
modellnél, ahol a rácspontok magassága a terep pontos magasságát jelenti nem meg-
engedhető. Ilyen esetekben olyan interpolációs módszereket kell használni, amelyek az
eredeti támpontok magasságát változatlanul hagyják, mint például a korábban bemuta-
tott polinom alapú eljárások.

Tapasztalataim szerint a szintvonalas térkép digitális domborzatmodell alapján törté-
nő előállításakor látványosan jobb eredményt lehet elérni, ha előtte a domborzatmodell
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2.5.2. ábra. A Catmull-Clark-féle módszer alkalmazása egy GRID domborzatmodell négy-
zetrácshálójának pontjain lépésenként szemléltetve. A szürke hátterű cellák az eredeti
rácsháló pontjait jelképezik, a finomított rácsháló a többi (fehér hátterű) cellához tarto-
zóan is rendelkezik rácspontokkal. Az utolsó (jobb szélső) ábrán láthatóak a végleges
értékek, amivel a középső (bekeretezett határvonalú) cellához tartozó magasság a fino-
mított rácsháló magasságaihoz hozzájárul.

2.5.3. ábra. A Catmull-Clark-féle módszer többszöri alkalmazása egy GRID domborzat-
modell négyzetrácshálójának pontjain a négyszeres (fenti kép) illetve nyolcszoros (lenti
kép) felbontás elérése érdekében. Az egyre ritkábban elhelyezkedő szürke hátterű cellák
itt is az kiindulási rácsháló pontjait jelképezik. A nyolcszoros felbontást bemutató lenti
ábra terjedelmi okokból a számok elhelyezkedésének szimmetriáit kihasználva már csak
a terület negyedét mutatja be.
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felbontását az előzőekben bemutatottmódszerrel növeljük, amint az a 2.5.4 ábrán is látha-
tó. Ebben az esetben még az eredeti rácspontok magasságának megváltozása sem jelent
gondot, hiszen egy digitális domborzatmodellből előállított szintvonalrajzot inkább csak
megjelenítési célokra használunk, azon méréseket nem szokás végezni. [17] A témát a
[132] is vizsgálta.

2.6. Geometriai jellegű számítások
Az alábbiakban azokat a legfontosabb elemzéseket mutatom be, ahol a domborzattal mint
térbeli felülettel végzünk különféle műveleteket.

2.6.1. Metszet jellegű vonalak létrehozása

Sokféle a felületmodellekkel kapcsolatos feladat vezethető vissza a felületeknek valami-
lyen másik felülettel képzett metszésvonalainak a számítására. Ez a másik felület lehet
valamilyen sík vagy akár egy másik felületmodell is.

Ha a felületmodellnek vízszintes síkokkal képezzük a metszésvonalait, akkor szint-
vonalakat kapunk. A szintvonalak generálásakor minden h = k ·amagasságú vízszintes
síkban elvégezzük ametszetek számítását, ahol a az alapszintköz, k pedig egy egész szám.

Függőleges síkokkal dolgozva a modellezett felület metszeteit tudjuk előállítani. A
feladat úgy is megadható, hogy a vízszintes sík egy egyenesének vagy annak egy szaka-
szának pontjaihoz rendeljük hozzá a terepfelszín magasságát a kérdéses vízszintes hely-
zetű pozíciókban. Hasonló jellegű feladat a vízszintes sík tetszőleges vonalaival is meg-
fogalmazható, ilyenkor ezeknek a vonalaknak a hossz-szelvényét kapjuk.

Ferde (általános) helyzetű síkokkal vagy egyéb felületekkel is képezhetjük egy felü-
letmodell metszésvonalait. Ilyen vonalakra van például szükségünk, amikor egy föld-
munkához kapcsolódó töltések és bevágások talp- és körömvonalait szeretnénk megha-
tározni.

2.6.2. Felületdarab felszínének számítása

Egyes elemzések során szükség lehet a felületmodell egy részletéhez tartozó térbeli felü-
let nagyságának a kiszámítására. A felszín egy elemi darabjának (vagy egy sík tetszőleges
méretű részének) felülete 1

cos α szorosa a felszíndarabhoz tartozó síkbeli vetület területé-
nek, ahol α a lejtőszög. A felszín egy tetszőleges kiterjedésű darabjának a felülete így a
következő módon számítható:

A =

¨
1

cosα
dxdy =

¨ √
1 + p2 + q2dxdy =

¨ √
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dxdy

(2.6.1)
A gyakorlatban a kettős integrál számítása helyett a síknak tekinthető alapelemek

felületeinek összegzésével dolgozunk. (Ami tulajdonképpen numerikus integrálásnak is
tekinthető.) Ilyen módon a felszín egy n darab felületdarabból álló részének összfelülete:
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2.5.4. ábra. SRTM alapú (a három másodperces változatból levezetett) domborzatmodell-
ből készített szintvonalak (fenti ábra), majd ugyanennek a felületnek a Catmull-Clark-féle
eljárással finomított változatából készített szintvonalak (lenti ábra). A bemutatott eljárás
lényege, hogy nem az egydimenziós szintvonalakat próbáljukmeg egymástól függetlenül
simítani valamilyen módszerrel, hanem még a szintvonalak generálása előtt a kétdimen-
ziós felületet simítjuk.
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A =
n∑

i=1

Ti
cosαi

=
n∑

i=1

Ti

√
1 + p2i + q2i (2.6.2)

ahol a Ti az egyes felületdarabok vízszintes vetületeinek területei, az αi pedig a lejtő-
szögeik. Egységnyi alapterületű (T ) elemek esetében (például egy GRIDmodell esetében)
a konstans alapterületnek a szummázás elé történő kiemelésével a következő összefüggés
is alkalmazható:

A = T
n∑

i=1

1

cosαi

= T
n∑

i=1

√
1 + p2i + q2i (2.6.3)

2.6.3. Térfogatszámítás

A térfogatot a tér egy zárt részére vonatkozóan lehet értelmezni, a felületmodellek pedig
csak egy térbeli felületet határoznak meg. A legegyszerűbben úgy tudunk térfogatszámí-
tásra alkalmas testeket létrehozni, hogy két felület közötti térrészként határozzuk meg
őket, szükség esetén a sík egy felületdarabjával (jellemzően egy poligonnal) lehatárolva.

A gyakorlatban az ilyen jellegű számításokat sokszor földmunkákhoz kapcsolódóan
végzik, ahol a két felület a terepnek a munkálatok előtti (eredeti) illetve utáni (tervezett)
állapotát írja le. Az ilyen jellegű feladatoknál általában a térfogatszámítás során külön ki
kell mutatni a töltések és a bevágások térfogatait, vagyis külön kell összegezni azoknak
térrészeknek a térfogatát ahol a változás előtti és ahol a változás utáni állapotot leíró
felület van magasabban.

2.7. A domborzat elemzése Fourier-analízis és wavele-
tek segítségével

A domborzatmodellekkel végezhető elemzések és műveletek egy csoportja a Fourier-
analízisen alapul. Egy f (x) függvénynek az f̂ (ξ) Fourier-transzformáltját az

f̂ (ξ) =

ˆ +∞

−∞
f (x) e−2πixξdx (2.7.1)

összefüggéssel tudjuk kiszámítani, a fordított irányba pedig az ehhez nagyon hasonló

f (x) =

ˆ +∞

−∞
f̂ (ξ) e2πiξxdξ (2.7.2)

képlettel tudunk dolgozni.
Ezt a transzformációt úgy is fel lehet fogni hogy a tér vagy az idő tartományból a frek-

vencia tartományba váltunk át, ennek következtében alkalmas lehet elemzési feladatokra
valamint akár adatok veszteséges tömörítésére is.

A későbbiekben, a 6.2 részben, is szó lesz egy függvény Fourier-sorral történő köze-
lítéséről. Annak a megoldásnak a közelítés jellege abból adódott, hogy a −∞-től +∞-ig
tartó integrál helyett csupán meghatározott számú hullám összegzésével próbáltuk meg
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helyettesíteni az eredeti függvényt. A 6.2.1 és 6.2.2 képletek látszólag ezen túl is eléggé el-
térőek a 2.7.1 és 2.7.2 képletektől de az Euler-képlet (eix = cos (x)+i sin (x)) segítségével
már felírhatóak azokra jobban hasonlító alakban is.

A Fourier-sorokhoz hasonlóan működik, de azzal nem összekeverendő a diszkrét
Fourier-transzformáció (Discrete Fourier transform, DFT). Ilyenkor a korábbiakban látott
transzformációt nem függvények, hanem adatsorok között hajtjuk végre. Egy N darab
x0, x1, x2, . . . , xN−1-el jelölt elemből álló adatsornak a szinténN darab, x̂0, x̂1, x̂2, . . . , x̂N−1-
al jelölt elemekből álló Fourier-transzformáltját az

x̂k =
N−1∑
n=0

xne
− 2πikn

N (2.7.3)

képlettel lehet kiszámítani. Ezekből az adatokból az eredeti adatsort az

xn =
1

N

N−1∑
k=0

x̂ke
− 2πikn

N (2.7.4)

összefüggéssel kaphatjuk meg. A szükséges számítások az adatsorok elemeinek számá-
nak növekedésével négyzetesen növekednek, mert egyszerre növekszik az adatsorok ele-
meinek a száma, és az egyes elemeket meghatározó összegzések elemeinek száma is.

A 2.7.3 és 2.7.4 képletekben a e− 2πikn
N tagok kizárólag az n és a k értékeitől függenek,

az adatsorok (xn-el és x̂k-val jelölt) értékeitől függetlenek. Ezeket az értékeket előre ki
lehet számolni és egy N × N méretű mátrixban el lehet helyezni. A vektornak tekin-
tett adatsorokat ezzel a mátrixszal megszorozva is el lehet végezni a diszkrét Fourier-
transzformációt és annak inverzét is. Az ehhez szükséges számítási lépések száma ekkor
szintén négyzetesen növekszik az adatsorok méretével.

A gyors Fourier-transzformáció (Fast Fourier transform, FFT) egy olyan számítási
megoldást nyújt a diszkrét Fourier transzformációra, amellyel a 2.7.3 és a 2.7.4 képletek-
ben meghatározott számításokO (N2) lépés helyettO (N logN) lépéssel is megoldható-
ak. Ezt azzal a megkötéssel tudjuk megvalósítani, hogy az adatsorok mérete (N ) csak a
kettő egész számú hatványa lehet.

A digitális domborzatmodellek vizsgálatához a Fourier-transzformáció kétdimenziós
változatára van szükség. Az eredeti adatsort ilyenkor a négyzetrács alapú modell rács-
pontjainak magasságai képezik, amit általában egy négyzetes mátrixként kezelünk.

A domborzatmodellek Fourier-analízis alkalmazásával történő elemzésével a [131] és
a [40] foglalkozik. A [115] az újramintavételezéssel kapcsolatos vizsgálatokban alkal-
mazza a gyors Fourier-transzformációt.

A Fourier-transzformációnak a veszteséges tömörítésben is fontos szerep jut. A Fourier-
transzformációhoz nagyon hasonló diszkrét koszinusz transzformációt (Discrete cosine
transform, DCT) alkalmazza (sokféle egyébmódszermellett) több hang (pl. MP312, WMA),

12Az MP3 rövidítés az MPEG Audio Layer III megnevezésből ered, a hangformátum az MPEG videók
hangjának tárolására kidolgozott kódolás önálló használatából alakult ki.
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kép (pl. JPEG13) illetve mozgókép (pl. MPEG14) tömörítési eljárás; az utóbbi kettő a két-
dimenziós változatát. A képtömörítéshez hasonló elven a domborzat veszteséges tömö-
rítésére is alkalmazhatunk a képek tömörítésénél már jól bevált módszereket.

A Fourier-analízisre sok szempontból hasonlít a waveletek alkalmazása. Hullámok
helyett itt kisebb, waveleteknek nevezett egységekkel dolgozunk, amikből ahhoz hason-
lóan áll össze az eredeti adatsor, mint ahogyan a különféle frekvenciájú hullámokból a
Fourier-transzformáció esetében.

Az alkalmazott waveleteket egy ún. anya waveletből (mother wavelet, jelölése ψ (t))
kiindulva lehet előállítani. Anya waveletnek olyan függvények alkalmasak, amelyek-
re teljesülnek a

´ +∞
−∞ |ψ (t)| dt < ∞ és a

´ +∞
−∞ ψ (t)2 dt < ∞ feltételek. Az anya wa-

veletet általában úgy választják meg, hogy az előbbieken túl a
´ +∞
−∞ ψ (t) dt = 0 és a´ +∞

−∞ ψ (t)2 dt = 1 is teljesüljenek.
A waveletek is alkalmasak képtömörítésre, a JPEG200015 szabvány például ilyenmeg-

oldást használ. A [44, 52]-ben a waveletek digitális domborzatmodellek tömörítésében,
[79]-ben a pedig a geomorfológiai elemzésekben való alkalmazhatóságát vizsgálják.

2.8. Összetett elemzések domborzatmodellekkel
Az alábbiakban néhány példával szeretném bemutatni a domborzatmodellekkel kapcso-
latos legfontosabb összetett elemzéseket.

2.8.1. Hidrológiai és egyéb kapcsolódó vizsgálatok

A lehullott csapadék és minden egyéb folyadék a gravitáció következtében lefelé folyik
a terep felszínén. Ha egy elemzés során szükségünk van arra, hogy ez a lefele irány
merre van és mekkora terepesés tartozik hozzá, akkor ezt egy digitális domborzatmodell
segítségével tudjuk megállapítani.

A domborzatmodell ismeretében le tudjuk határolni egy meghatározott ponthoz tar-
tozó vízgyűjtő területet, ahonnan a víz az adott pontba folyik le; vagy el tudjuk különíteni
egy terület vízgyűjtő területeit, vagyis vizsgált területnek azokat a részterületeit, ahon-
nan azonos pontba folyik le a csapadék. (Ezek a pontok lefolyástalan területek mélypont-
jai, vagy a vizsgált terület határán elhelyezkedő pontok.)

Ezeknek a vizsgálatoknak az alapja az, hogy az egyes elemi felületdarabok lejtésvi-
szonyaiból kimutatjuk, hogy melyik másik felületdarabra folyik át a folyadék az adott
területről, így egy irányított gráf segítségével adjuk meg a felületelemek közötti lefolyási
viszonyokat. A további elemzéseket az ezen a gráfon végzett műveletekre lehet vissza-
vezetni.

13A JPEG rövidítés a formátumot kidolgozó munkacsoport nevéből ered (Joint Photographic Experts
Group). A JPEG formátum leírását az ISO/IEC 10918-x szabványsorozat tartalmazza. A munkacsoport
honlapja a https://jpeg.org/ címen érhető el. A formátum többféle tömörítési módszert is tartalmaz, de
ezek közül a gyakorlatban a DCT-n alapuló veszteséges tömörítést szokták használni.

14Az MPEG rövidítés is a formátumot kidolgozó munkacsoport nevéből ered (Moving Picture Experts
Group). A többféle szabványt is kidolgozó munkacsoport honlapja a http://mpeg.chiariglione.org/ címen
érhető el.

15A formátum leírását a ISO/IEC 15444-x szabványsorozat tartalmazza.
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A domborzatmodell segítségével ki lehet mutatni, hogy a terepfelszín egyes pontjain
milyen mennyiségű víz folyik keresztül egységnyi mennyiségű a területre hulló (egyen-
letes eloszlású) csapadék hatására. Az ilyen műveletek szoros összefüggésben vannak a
talaj erózióját vizsgáló térinformatikai elemzésekkel is.

Fontos megjegyezni, hogy komolyabb vizsgálatokhoz a domborzatmodellen túl még
többféle, a terület hidrológiai és egyéb tulajdonságait leíró adat szükséges. Tudnunk kell
például, hogy lehullott csapadék mekkora hányada folyik le a felszínen, és mekkora a
talajba beszivárgó vagy az elpárolgó víz aránya, illetve az erózió vizsgálatához ismerni
kell a talaj jellemzőit is.

2.8.2. Láthatóság vizsgálata

Gyakran felvetődő kérdés, hogy egy pontot látni lehet-e egy másik pontból, másként
megfogalmazva a két pontot összekötő térbeli szakasz a terepfelszín alá kerül-e valahol.
A gyakorlati alkalmazásokban a szakasz egyik végpontja tekintetében egy rácsháló min-
den pontjára el lehet végezni ezt a vizsgálatot, az eredmény pedig egy logikai értékeket
tartalmazó raszter állomány lesz, ahol az igaz érték a látható, a hamis pedig a takarásban
lévő területeket jelöli. A pontok helyzetét a programokban általában vízszintes helyzettel
és a terepfelszín feletti magassággal lehet beállítani.

Pontok összeláthatóságának vizsgálatakor fontos kérdés a Föld görbületének figye-
lembe vétele. Ennek hatása a pontok közötti távolsággal négyzetesen növekszik, így
hamar jelentős tényezővé válik.

2.9. Digitális domborzatmodellek térhatású megjelení-
tése

A digitális domborzatmodellek megjelenítésének egyik gyakran igényelt formája, hogy
a domborzatmodell által leírt felületnek a valós arányokkal vagy valamilyen arányú ma-
gassági torzítással a térhatású képét állítjuk elő. A térbeli felületen megjelenhet a terület
digitális ortofotója, valamilyen térképe, vagy akár a domborzat színfokozatos ábrázolású
képe is.

A térhatású megjelenítéshez a domborzatmodell egyes alapelemeit megfelelő transz-
formációk után a kívánt textúrával (például az ortofotó megfelelő részlete) és megvilá-
gítási jellemzőkkel (a fényforrás vagy a fényforrások helyzete és egyéb jellemzői) kell a
számítógépnek kirajzolni. Az egyes alapelemek ilyen módon előállított képeiből áll össze
a domborzatmodell térhatású képe.

2.9.1. A digitális domborzatmodell térhatásúmegjelenítésének esz-
közei

A térhatású kép előállításának egyik módja az inkrementális képszintézis. Az inkremen-
tális képszintézis során a sugárkövetéses módszerekkel ellentétben a képet nem pixelen-
ként állítjuk elő, hanem nagyobb egységekben, ami jelentős sebességnövekedést ered-
ményez.
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A térhatású képet interaktív módon megjelenítő alkalmazások a fenti okból adódóan
szinte kivétel nélkül az inkrementális képszintézis elvén dolgoznak, és a térhatású meg-
jelenítés hardveres gyorsítását lehetővé tevő eszközöket is ennek a képelőállítási mód-
szernek a támogatására fejlesztették ki. A képszintézis egységes, a hardver típusától füg-
getlen vezérlése érdekében hozták létre az OpenGL16 nyelvet, ami tulajdonképpen egy
többféle programozási nyelvből is használható felület. [117]

Az OpenGL állapotgép elvén működik. A képszintézis sokféle paraméterét lehet a
megfelelő függvényekkel beállítani. Ezek mind befolyásolják a megjelenítendő elemek
kirajzolásának eredményét.

Egy domborzatmodell megjelenítése például úgy történhet, hogy a szükséges para-
méterek (fényforrások elhelyezkedése és jellemzői, képszintézis egyéb tulajdonságai) be-
állítása után pontok sorozatát adjuk át egy megfelelő tömbben vagy az erre használható
függvények egymás utáni meghívásával. A korábban beállítottak szerint a kapott pon-
tokból hármasával egy-egy háromszögként kirajzolódnak egy TIN modell háromszögei,
melyek összességében ki fogják adni a domborzat térhatású képét. Azt, hogy a kapott
pontokból hármasával kell egy-egy háromszöget létrehozni szintén egy paraméterként
tudjuk előzőleg beállítani; megfelelő igény esetén akár pontnégyesenként egy GRID mo-
dell négyszögeit is ki tudjuk hasonló módon rajzoltatni.

Az inkrementális képszintézisről [125] könyvében részletesen olvashatunk. AzOpenGL
nyelvnek egy magyar nyelvűre lefordított és kezdők számára is ajánlható bemutatása ta-
lálható [95] könyvében.

2.9.2. A bucka leképezés elve

Ha egy tárgy (ez lehet akár a domborzat is) virtuális másáról jó minőségű képet akarunk
készíteni, akkor a modellezés során minél részletesebben kell annak a felületét megad-
nunk, ami a felszín leírására használt alapelemek számának rohamos növekedésével jár.
Ha a felületek egyenetlenségeiből adódó hatásokat is szeretnénk megjeleníteni a képen,
az a felület részletességének növelésével csak rendkívül sok háromszög használatával
lenne megoldható, ami képszintézis számításigényét is jelentősen megnövelné, teljesen
lehetetlenné téve a valós idejű képmegjelenítést.

A probléma megoldását az jelenti, ha a felület apróbb részleteinek modellezését nem
a felületdarabok számának növelésével oldjuk meg, hanem egészen más elvet alkalma-
zunk. Egy felülethez tartozó pixelmegjelenítésekor a pixel színét (sokmás egyéb jellemző
mellett) a fényforrás irányának és a felületre merőleges iránynak (a normálvektornak) az
egymáshoz viszonyított helyzete határozzák meg. Amikor egy felület részleteinek meg-
jelenítése érdekében növeljük a modellezett felület alapelemeinek számát, akkor azt azért
tesszük, hogy az egyes kis felületdarabokon megfelelő legyen a felület normálvektorának
az iránya, így azok a megvilágítás hatására a megfelelő színben (árnyalatban) jelenjenek
meg. Ezt viszont úgy is el tudjuk érni, ha egy kevésbé részletes felülethez textúraszerűen
hozzárendeljük a felület normálvektorának az eltérését egy részletesebb felület normál-
vektorától, majd a megjelenítés során a kevésbé részletes felületre számított merőleges
irányokat pixelenként korrigáljuk ezzel az értékkel. Az árnyalási egyenlet számításakor

16Az OpenGL fejlesztését jelenleg a Khronos Group végzi, a nyelv oldala a https://www.opengl.org/
címen érhető el.
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(a pixel színének meghatározásakor) már az így módosított normálvektorokat használjuk
fel.

A normálvektor eltérésének megadásához pixelenként két adat is szükséges, így két-
féle adatot kell textúra szerűen tárolnunk (normal map). Ha a két felület távolságát tá-
roljuk, abból parciális deriváltként megkaphatjuk az egyszerűsített geometriából számí-
tott normálvektor módosításához szükséges két adatot úgy, hogy csak egy adatot kell
textúraként tárolnunk. A felületek közötti eltéréseket ilyen módon tároló adathalmazt
buckatérképnek (bump map) nevezzük [43].

Földmérőként a bump map és a normal map viszonyát az egyszerűsített illetve a rész-
letes felülethez ahhoz tudnám hasonlítani, ahogyan a geoid unduláció és a függővonal
elhajlás viszonyul az ellipszoidhoz illetve a geoidhoz.

A buckatérkép alkalmazása a számítógépes grafika területén elterjedt, mindennapos-
nak mondható módszernek számít, a képszintézishez kapcsolódó számítások gyorsítását
támogató eszközök is kiterjedten támogatják. Ez a támogatás a pixel árnyalónak (pixel
shader) nevezett szolgáltatáson keresztül valósítható meg. A pixel árnyaló lehetővé teszi,
hogy az árnyaló egység alapértelmezett algoritmusát egy saját kis programra cseréljük
le, amivel bucka leképezés támogatását túl még sokféle egyéb dolgot is meg lehet oldani
(például a textúrákkal vagy különféle vizuális hatásokkal kapcsolatosan).

Az OpenGL mellett létezik egy külön programozási nyelv, az OpenGL Shading Lan-
guage [113], amelyben a C nyelvre hasonlító módon tudjuk a pixel árnyalók működését
programozni. Ez a nyelv legfontosabb előnyében is hasonlít a C nyelvre: a benne írt
programok többféle hardveren is hatékonyan tudnak működni.

2.9.3. Korszerű grafikus eszközök lehetőségeinek kihasználása

Napjainkban már a teljesen átlagosnak mondható számítógépek is nagy teljesítményű, a
térhatású modellek megjelenítését támogató grafikus gyorsító szolgáltatásokkal rendel-
kező eszközöket tartalmaznak. Ezek erőforrásait a digitális domborzatmodellek térhatású
megjelenítésekor is ki lehet használni.

A módszer alkalmazható TIN és GRID típusú modellek esetében is. A lehetőség ké-
zenfekvő: készítsük el a domborzatmodell egy egyszerűsített (tehát kevesebb háromszö-
get tartalmazó, vagy kisebb felbontású) változatát, és állítsuk elő a két felület különb-
ségét, vagyis a buckatérképet. A megjelenítés során így a bucka leképezés elvét tudjuk
alkalmazni.

A módszer alkalmazása jelentősen csökkenti az adott minőségű térhatású megjelení-
téshez szükséges felületelemek számát, ami által gyorsabbá válik a megjelenítés. Bár a
buckatérkép tárolása igényel bizonyos méretű helyet, a felület kirajzolásához szükséges
adatok mennyisége még így is jóval kevesebb, mintha a felületelemek számának növelé-
sével próbálnánk hasonló részletességű képet előállítani.

2.9.4. TINdomborzatmodell egyszerűsítésénekoptimalizálása a buc-
ka leképezést alkalmazó megjelenítés igényei szerint

Az árnyalással jelentkező hatásokat a buckatérkép nagyon jól vissza tudja adni, a kitaka-
rás által okozott hatásokkal viszont nem tudmit kezdeni. Ebből következik, hogy a felület
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egyszerűsítése során a kitakarás szempontjából fontos részletekre jelentősebb figyelmet
érdemes fordítani, az ilyen helyeken kisebb tűrést alkalmazva.

Nagyon fontos kérdés, hogy hogyan származtatjuk az összetett felületből az egysze-
rűsített felületet. Erre a feladatra többféle algoritmus is létezik, melyek általában a kö-
vetkező két elv valamelyike alapján működnek:

Az első esetben az eredeti felületből kiindulva megkeresik azt a pontot, aminek el-
távolítása a legkevésbé változtatja meg a felületet, majd eltávolítják. A műveletet addig
ismétlik, amíg kellőképpen le nem csökken a felület elemeinek száma.

Amásik esetben kiindulnak egy az eredeti felülettel azonos méretű, azt közelítő elemi
felületből, majd azon a ponton, ahol a leginkább eltér a két felület felvesznek egy újabb
pontot. Ezt addig ismétlik, amíg az egyszerűsített felület kellőképpen nem hasonlít az
eredetire. (De ideális esetben még jóval kevesebb elemből áll)

Bármelyik módszert alkalmazzuk is, a kulcskérdés az lesz, hogy milyen elvek alap-
ján választjuk ki azt a pontot, ahol a két felület leginkább hasonlít, vagy leginkább eltér
egymástól. A mi esetünkben a cél a bucka leképezéssel történő megjelenítés szempont-
jából leginkább megfelelő felület előállítása. Ennek következtében az ezzel a módszerrel
létrehozott kép szempontjából leginkább (ha az egyszerű felületből indultunk ki) vagy
legkevésbé (ha az eredeti felületből indultunk ki) jelentős pontokat célszerű kiválaszta-
nunk.

A célunk a továbbiakban egy olyan egyszerűsített TIN modell létrehozása, amely ki-
takarási viszonyai a megjelenítés során jellemző irányokból minél jobban hasonlítanak
az eredeti modell kitakarási viszonyaira.

Egy domborzatmodell ábrázolásakor a csúcsok és hegygerincek illetve azok környéke
fogják elsősorban eltakarni a mögöttük lévő részeket (mivel a domborzatot jellemzően
felülről nézzük), ezért az egyszerűsített felületnek ezeknek a környékén részletesebbnek
kell lennie, mint máshol [12]. A terepszerkezeti formák elkülönítésénél, a 6. fejezetben
bemutatottmódszereket alkalmazhatjuk ilyenkor is a kúpok és a gerincek környezetének
megkeresésére. Ezek a területek ott lesznek, ahol a vizsgált hely magasabban helyezkedik
el a környezetének átlagos magasságánál. Az egyszerűsítés során ezeken a területeken
kisebb tűréssel kell dolgozni.
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3. fejezet

Pontfelhőkkel kapcsolatos alapvető
ismeretek

A lézerszkenneres mérések a klasszikus geodézia felmérésektől eltérő szemlélettel ké-
szülnek, hiszen míg a hagyományos geodéziai felmérésekkor már a terepi munka során
elkülönítjük a felmérendő objektumokat és csak néhány meghatározott pontjukat mér-
jük fel egyenként, kis méretű, de már jól strukturált adathalmazokat létrehozva; addig
a lézerszkenneres mérések során a műszer rengeteg pontot mér fel egy meghatározott
térbeli kiosztásban, nagy méretű, de komoly további feldolgozást igénylő adathalmazt, a
pontfelhőt eredményezve. A pontfelhő nem csak a felmérés technológiája szempontjá-
ból, hanem a tárolás és a feldolgozás módszereit tekintve is teljesen más megoldásokat
igényel, mint a klasszikus geodéziai mérések.

Ebben a fejezetben a pontfelhőkkel kapcsolatos alapvető ismereteket szeretném be-
mutatni. Ennek keretében a pontfelhők létrehozására alkalmas technológiákkal és tá-
rolásuk, feldolgozásuk valamint megjelenítésük kérdéseivel is foglalkozom. Mindezek
ismertetése közben lézerszkenneres felmérésekkel és a pontfelhők feldolgozásával kap-
csolatos, önálló tézisnek nem minősíthető kutatásaimat és egyéb munkáimat is bemuta-
tom.

3.1. Pontfelhők létrehozása
Pontfelhők általában lézerszkenneres felmérések során keletkeznek. A lézerszkenneres
mérések alkalmával nagyon nagy számú lézeres távolságmérést végzünk különféle irá-
nyokba; a lézersugár irányítását ilyenkor valamilyen forgó tükör vagy egyéb forgó al-
katrész végzi úgy, hogy a lézersugár irányát pontosan ismerjük a műszer koordináta-
rendszerében. A lézeres távméréssel meghatározott távolságot is felhasználva így a fel-
mért pontok térbeli helyzetét számítani lehet a műszer koordináta-rendszerében.

A lézeres távmérés alapelve, hogy a fény kétszer járja meg a megmérendő távolságot
amíg eljut egy felületre, majd az ott szétszóródó fény egy kicsiny hányada visszajut a
műszerbe. A távolság meghatározása történhet közvetlenül az idő mérésével, vagy meg-
valósítható a lézer fényforrást modulálva fázismérés elvén is. Mindkét módszer esetében
rögzíteni szokták a távolság mellett a műszerbe visszatérő fény erősségét is.

A műszer környezetének letapogatásához a lézersugarakat két dimenzióban is irá-
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nyítani kell; a felmérés közben mozgó lézerszkennereknél (a földi járműre szerelt mobil,
illetve a repülő járművön elhelyezett légi lézerszkennerek) az egyik dimenziót általában a
hordozó jármű mozgása biztosítja. Földi lézerszkennereknél mindkét irányról a műszer-
nek kell gondoskodnia, ami általában a teodolitokhoz hasonló módon egy állótengely
körüli forgással és egy tükörrendszernek egy a fekvőtengelynek megfeleltethető tengely
körüli forgatásával valósul meg.

Mint minden mérésnél, itt is fontos, hogy ismerjük a műszereink pontosságát és meg-
bízhatóságát. Ezzel kapcsolatban a hazai szakirodalomban a [37, 36]-ban olvashatunk
részletesen.

Amérések feldolgozása szempontjából fontos, hogy a felmért pontokatműszer koordináta-
rendszeréből átszámítsuk egy megfelelő vonatkozási rendszerbe. Ez a rendszer akár egy
helyi koordináta-rendszer is lehet, például az egyik álláspont koordináta-rendszere vagy
egy a felmért létesítmény által kijelölt rendszer; de általában a pontfelhőt egy geodéziai
koordináta-rendszerben kell elhelyezni, georeferálni. A földi lézerszkenneres mérések-
nél az egy álláspontban való mérés során a műszer mozdulatlan marad, így a műszer
koordináta-rendszere és a mérések feldolgozásához használt koordináta-rendszer kap-
csolatát leíró transzformáció paraméterei egy állásponton belül állandóak, ezzel a transz-
formációval az adott álláspontban mért pontfelhő egyszerűen átszámítható a feldolgozás
során használt rendszerbe.

A különféle álláspontok közötti geometriai kapcsolatot többféle módon is meg lehet
teremteni. Ezeknek amódszereknek az egyik csoportja közös pontokmérésén alapul, ami
azért körülményes kissé, mert a lézerszkennerrel nem lehet a mérőállomásoknál meg-
szokott módon pontokat megirányozni és meghatározni; ehelyett olyan jeleket (target)
kell elhelyezni, amelyeknek pontosan meghatározhatjuk a képződött pontfelhő alapján a
középpontjukat. Vannak felmérési technológiák, ahol egyenként meg kell jelölni (a mű-
szerbe épített kamera vagy munkaterület előzőleg beszkennelt pontfelhője segítségével)
és azonosítóval kell ellátni a használni kívánt jeleket, amiket utána a műszer nagy felbon-
tással külön is beszkennel. Ez nagy pontosságot és megbízhatóságot jelent, de a felmérés
idejét jelentősen meghosszabbítja.

Más módszereknél a munkaterület felmérésével együtt beszkennelt jelekkel dolgo-
zunk, így a felmérési munka gyorsabban és egyszerűbben végezhető. A feldolgozóprog-
ram a felmért pontfelhőkben automatikusan megkeresi a jeleket és meghatározza közép-
pontjaikat. A jeleknek ilyenkor azonosítót sem kell adni, csak megfelelő körültekintéssel
ki kell helyezni őket a mérés előtt, mert a program az elhelyezkedésük alapján azonosí-
tani tudja őket és az egyes álláspontokban végzett méréseket így puzzle-szerűen össze
tudja illeszteni.

Jelnek sokféle eszköz alkalmas lehet. Ezek egyik csoportjának alapelve az, hogy egy
sík felületre festenek fel valamilyen jól meghatározható középpontú ábrát például egy
korongot vagy két egymáshoz a sarkával érintkező négyzetet. A síkra felvitt ábrát a
visszajövő jel erőssége (az intenzitás) alapján lehet elkülöníteni a környezetétől. Az ilyen
jelek készülhetnek matricaként vagy egyéb felragasztva rögzíthető formában, vagy elhe-
lyezhetik az őket tartalmazó lemezt egy olyan eszközön, amelyikkel azt a jel középpontja
körül lehet tetszőleges térbeli irányba forgatni, amire azért van szükség, mert az ilyen
típusú jeleket csak egy bizonyos szögtartományban lehet használni a síkjukra állított
merőlegeshez képest. A jelek egy másik csoportja valamilyen jól meghatározható kö-
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zéppontú térbeli geometriai elem, például egy gömb. A gömb jelek előnye, hogy minden
irányból egyformán jól mérhetőek anélkül, hogy irányba kellene őket forgatni.

Vannak módszerek, amelyekkel jelek kihelyezésére nincs szükségünk, mert az egyes
álláspontokat a felmért pontfelhők átfedő részei alapján is össze lehet illeszteni. Ezt a fel-
dolgozóprogramok különféle mértékben támogatják, van ahol a kezdő illesztést a felhasz-
nálónak kell elvégeznie néhány közös pont megadásával, de akár teljesen automatizáltan
is felismerheti a program a pontfelhők átfedő részeit.

Egyes műszerek a mérőállomásokban használtakhoz hasonló kompenzátorral rendel-
keznek. Ennek segítségével biztosítható, hogy aműszer koordináta-rendszerének XY sík-
ja a vízszintes sík legyen. Az álláspontok koordináta-rendszereinek illesztéséhez ilyenkor
két közös pont is elég az egyébként szokásos három helyett.

Ha a földi lézerszkennelés eredményét egy geodéziai koordináta-rendszerben sze-
retnénk elhelyezni, akkor olyan pontokra is szükségünk van, amelyeknek ismerjük a
koordinátáit ebben a rendszerben. Ezek lehetnek olyan, a pontok illesztésénél is hasz-
nált jelek, amelyeknek meghatározzuk valahogyan a koordinátáit, de bármilyen más, a
pontfelhőben a kívánt pontossággal beazonosítható pont megfelel. Magának a műszer-
nek a helyzetét is meg lehet határozni (például pontra állva a műszerrel, vagy a műszert
kényszerközpontosan kicserélve más eszközre, esetleg a műszeren mérés közben elhe-
lyezhető eszköz segítségével), így egy álláspont koordináta-rendszerének kezdőpontját
tudjuk majd megadni a kérdéses geodéziai koordináta-rendszerben.

Mobil és légi lézerszkennereknél a földi lézerszkennerekkel ellentétben aműszer koordináta-
rendszere a hordozó járművel együtt folyamatosan mozog a mérések során, így a méré-
sek georeferálásához szükséges transzformáció paraméterei is folyamatosan változnak
az idő függvényében. A folyamatos változás következtében így folyamatosan meg kell
tudnunk határozni megfelelő pontossággal a műszer helyzetét és irányát. A mobil és légi
lézerszkennereknek ezért elválaszthatatlan részét képezik a helymeghatározó (általában
GNSS alapú) és inerciális rendszerek. Az ezekkel végzett méréseknek köszönhetően a
felmért pontfelhő georeferálható, további (például megfelelő jelekre végzett) mérésekre
csak legfeljebb a pontosítás vagy az ellenőrzés miatt lehet szükség.

Egyes fotogrammetriai kiértékelések eredménye is lehet pontfelhő [141, 86]. Ilyen-
kor a fényképfelvételeket felvételpáronként összehasonlítva keresik meg az illeszkedő
részeket [29, 110], majd azok képeken belüli elhelyezkedéséből megállapítják a lefény-
képezett objektumrészlet térbeli helyzetét. Ha egy objektumról több képet készítünk,
azokból sokféle alkalmas felvételpár állítható össze (n darab felvétel esetében elméleti-
leg n(n−1)

2
féle párosítás lehetséges, ezek közül értelemszerűen csak az lesz használható,

ahol a felvételpár képeinek jelentős része ugyanazt a területet ábrázolja), majd az egyes
felvételpárokon is sok helyen lehet illeszkedő részeket keresni. Minden ilyen illeszkedés
a tér egy-egy pontját határozza meg, amelyek összességükben egy pontfelhőt alkotnak.

Az illeszkedő részek keresése kétféle elven történhet. Az egyik módszer szerint a
felvételpár két képén keresünk egymáshoz illeszkedő részeket; egy másik, főként légi-
felvételek alapján történő felszínmodell kiértékelésre használt eljárás szerint különféle
feltételezett magasságok esetére vizsgáljuk meg, hogy az adott magasságokhoz rendel-
hető képrészletek (amelyek akkor tartoznának a képeken az adott vízszintes helyzetű
ponthoz, ha a terep magassága ott a feltételezett érték lenne) mennyire illeszkednek. A
vizsgálatok során általában a 4.1 részben bemutatott piramis index elvéhez hasonló mó-
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don kisebb felbontású változatokat készítenek a felvételekről, majd a kisebb felbontástól
a nagyobb felé haladva végzik el az egyre részletesebb és pontosabb illesztéseket [46, 65].

Korszerűbb programok lehetővé teszik a fentiekben bemutatott folyamat teljes auto-
matizálását. Ennek köszönhetően a felhasználónak csak meg kell adnia az adott terület-
ről vagy objektumról készült felvételeket, majd a program minden további lépést elvé-
gez: megkeresi a kiértékeléshez alkalmas képpárokat, majd elvégzi azokon a kiértékelést
felhasználói közreműködés nélkül úgy, hogy közben még a felvételek térbeli elhelyez-
kedését (a kamera helyzete és iránya, valamint amatőr kamera esetén a belső tájékozás
egyes paraméterei is) is meghatározza [54, 100].

A pontfelhő sűrűsége általában nem egyenletes. Földi felmérés során az egyes állás-
pontokhoz közeledve, mobil szkenner esetében a jármű útvonalának közelében sűrűb-
ben helyezkednek el a pontfelhő pontjai, mint azoktól távolabb. A légi lézerszkenneres
felmérések pontfelhői egyenletesnek mondhatóak, legfeljebb a különböző sávok közötti
átfedésekhez kapcsolódóan tapasztalhatók sűrűsödések, illetve a függőleges felületeken
(épületek homlokzatai) ritkulások.

3.2. Pontfelhők pontjainak jellemzői
A pontfelhő több millió vagy akár milliárd pontból áll, amelyek összességükben adják a
felmért terület nagy részletességű reprezentációját. A pontfelhő lehet rendezett, amikor
a felmérés során felvett sorok és oszlopok alapján egy kétdimenziós tömbben tároljuk
pontokat, vagy lehet rendezetlen is.

Az egyes pontokat a helyzetükön túlmég jellemezheti egy a távmérés során visszatérő
jel erősségétől függő szám, amit intenzitásnak (intensity) szokás nevezni. Az, hogy ezek
az intenzitás értékek milyen tartományba esnek és pontosan milyen értékeket vehetnek
fel műszerenként illetve alkalmazásonként változhat.

A pontfelhő pontjainak fontos kiegészítő tulajdonsága lehet egy RGB számhármassal
megadható szín, amit valamilyen a felmérés során készített fényképfelvétel alapján le-
het meghatározni. A pontfelhő kiszínezésére használt fényképfelvételek készülhetnek a
távméréssel azonos pontból (pl. az egyes földi lézerszkennereken, például a Leica ScanS-
tation C10-ben alkalmazott kamerával kombinált forgótükrös megoldások segítségével)
vagy külpontosan is. A pontfelhő pontjainak kiszínezése pontosabb és egyszerűbb is az
azonos pontból készült felvételeknél, mintha a kamera külpontosan helyezkedne el. Fo-
togrammetriai módszerrel, felvételpárok illesztésével nyert pontfelhők esetében a szín
meghatározása kézenfekvő módon történik a felhasznált felvételek alapján.

További fontos kérdés, hogy a fényképfelvételek készítése időben mennyire tér el
a lézerszkenneres mérésektől. Egyes mobil felmérő rendszereknél ez akár másodperc
alatti is lehet, mivel a járművön elhelyezett kamerák adott időközönként folyamatosan
fényképeznek, miközben a lézerszkenner(ek) is folyamatosan dogozik. Földi lézerszken-
nereknél a szkennelés és a fényképezés általában külön munkafázisokban történik, ami
a mérések idejének megfelelő mértékű időeltérést eredményez. Bizonyos esetekben elő-
fordulhat, hogy egy időben teljesen eltérő, akár évekkel korábban vagy később készült
felvétel színeit illesztjük a pontfelhő pontjaira, például ha egy LiDAR felmérés pontjait
egy digitális ortofotó alapján színezzük ki. Az időbeli eltérés nem kívánt következménye,
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3.2.1. ábra. Pontfelhő megjelenítése intenzitások alapján (bal oldalon) illetve a fénykép-
felvételekről átvett színekkel színezve (jobb oldalon). A képeken szereplő pontfelhő a
szerző és tanítványai által az ÓE AMK Geoinformatikai Intézetének Pirosalma utcai épü-
letében illetve annak környékén Leica ScanStation C10 műszerrel végzett méréseknek
Leica Cyclone szoftverrel történő feldolgozásával készült.

hogy a fényképen és a pontfelhőn eltérő dolgok képződnek le, így a pontfelhő nem meg-
felelően lesz kiszínezve. Például, ha valaki a fényképek készítésének fázisában a kamera
elé kerül, annak a képe felkenődhet a közeli falra, fordított esetben pedig a lézerszken-
ner által beszkennelt személyhez tartozó pontfelhő pontjai a fallal megegyező színűek
lesznek.

A pontfelhő egyes pontjaihoz egy merőleges irányt is hozzá szokás rendelni. Ez geo-
metriai szempontból kissé furcsának tűnhet, hiszen egy pontra nem lehet merőlegest ál-
lítani, de ha abból indulunk ki, hogy a pontfelhő egy pontja egy felülethez tartozik, már
könnyen megláthatjuk a dolog lényegét. A pontfelhő egy pontjának a „merőlegese” úgy
határozható meg, hogy a pontra és a szomszédos pontokra egy síkot vagy más alkalmas
felületet illesztünk, majd ennek a merőleges (normális) irányát vesszük. A szomszédos
pontok rendezett pontfelhő esetében egyszerűen adódnak, rendezetlen pontfelhőknél a
térben legközelebbi pontokat lehet kiválasztani. Amerőleges irányra többféle elemzésnél
is szükségünk lehet.

Azonosító jellegű tulajdonságokat a pontfelhő pontjaihoz nem szokás külön hozzá-
rendelni, mivel azok önmagukban nem rendelkeznek semmiféle azonosításra szükséges
jellemzővel. Mint azt már az 1.4 alfejezetben kifejtettem, ellentétben a klasszikus geo-
déziai felmérésekkel, amikor a meghatározott pontok közvetlenül valamilyen objektum
alakjelző pontjai (például egy épület sarka) és emiatt az egyértelmű azonosításuk nyilván-
valóan szükséges, a pontfelhő pontjai összességükben nyújtanak egy modellt (hasonlóan
egy fénykép pixeljeihez), így az egyes pontok egyenkénti beazonosítása nem annyira fon-
tos. Nyilván a pontfelhőt kezelő program azonosítani tudja valahogyan az egyes ponto-
kat, ha mást nem, akkor a pontfelhő tárolása során adódó egy- vagy (rendezett pontfelhő
esetén) kétdimenziós indexszel.
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3.3.1. ábra. Pontfelhő megjelenítése vízszintes (bal oldal) illetve függőleges (jobb oldal)
metszet segítségével. A felhasznált pontfelhő megegyezik a 3.2.1 ábrán láthatóval.

3.3. Pontfelhők megjelenítése
A pontfelhők kezelésére és megjelenítésére külön eszközre van szükség az egyes GIS,
CAD vagy 3D modellező programokon belül. Bár megfelelő számú pont objektum segít-
ségével is leképezhető egy pontfelhő, de ennek hatékonysága ahhoz hasonlítható, mintha
egy raszter képet különféle színű négyzet alakú poligonokkal próbálnánk meg pixelen-
ként kezelni.

Ha a pontfelhő pontjait a képernyő geometriai értelemben hozzájuk tartozó pixeljé-
nek előre meghatározott színűre történő színezésével próbálnánk ábrázolni, akkor az egy
részleteiben nehezen elkülöníthető pacaként jelenne meg. Ehhez hasonlót a 8.3.3 ábrán
láthatunk, ahol az illeszkedő gömbök animálása miatt használtam egy olyan programot,
ami a továbbiakban bemutatott ábrázolási módszerekre nem volt képes.

A pontfelhőmegjelenítésekor az egyes pontokat vagy a ponthoz külön eltárolt színnel
(ha rendelkezésre áll ilyen) vagy pedig egy színskála alapján az intenzitásból származta-
tott színnel szokás megjeleníteni. Ez utóbbi megoldás előnye, hogy a hozzá szükséges
adatok a távméréssel együtt létrejönnek, így használata nem igényel semmiféle járulé-
kos munkát.

A pontfelhő egyes pontjait a hozzájuk rendelt merőleges irány segítségével lehetősé-
günk van árnyaltan megjeleníteni. Ilyenkor nem a tárolt vagy az intenzitásból származ-
tatott színnel közvetlenül lesz az adott pixel kiszínezve, hanem egy árnyalási egyenlet
([125] 123. oldal) segítségével a ponthoz tartozó normális irányát is figyelembe vesszük.
A megjelenített kép így sokkal plasztikusabb lesz, a pontfelhő térbeli formája sokkal job-
ban kivehetővé válik.

A pontokhoz rendelt normális irányokat akkor is fel tudjuk használni, ha egy belülről
beszkennelt terem megjelenítésekor el szeretnénk tüntetni a belátást akadályozó falakat.
Ilyenkor nem jelenítjük meg azokat a pontokat, amelyek esetében a pont normálvekto-
rának és a kamera tengelyvonalához rendelt irányvektornak a skaláris szorzata pozitív
szám.

Az egyes szoftverek a megjelenítés során még sokféle lehetőséget nyújthatnak, lehe-
tővé tehetik például különféle metszetek, szeletek vagy térbeli kivágatok készítését. Sok
programban lehetőségünk van animációk készítésére is úgy, hogy a kamerával egy adott
útvonal mentén haladva tudjuk bejárni a pontfelhőt.
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3.4. Geometriai műveletek a pontfelhővel, mint felü-
lettel

Az alábbiakban olyan módszereket mutatok be, amelyek segítségével a pontfelhőt mint
felületet tudjuk kezelni különféle geometriai műveletek során. Ehhez a felülettel végez-
hető geometriai művelteket kissé általánosítani kell, hogy pontok halmazával is elvégez-
hetőek legyenek.

3.4.1. Pontfelhő és sík metszésvonalának meghatározása

A pontfelhő pontok halmazából áll, amelyek viszont alapvetően egy felületet írnak le. A
pontfelhőből sokféle módon eljuthatunk ehhez a felülethez. Vannak esetek, amikor egy
későbbi lépésben az így kapott felületnek a metszésvonalát szeretnénk előállítani egy
síkkal vagy más megadott felülettel. Az alábbiakban bemutatok egy módszert, amivel ezt
a feladatot közbenső illesztett felület előállítása nélkül oldhatjuk meg.

Elsőként a pontfelhő pontjaiból egy β-vázat (beta skeleton) kell előállítani. Ez egy
olyan gráf, amelynek csúcsai a pontfelhő pontjai, amelyeket akkor köt össze egy él, ha
nincs a pontfelhőnek olyan harmadik pontja, amelyikből a két pont egy θ-val jelölt szög-
nél nagyobb szög alatt látszik. A θ a váz nevét adó β paraméter függvénye, értéke β ≥ 1

esetében arcsin 1
β

, β ≤ 1 esetében pedig π − arcsin β. A β = 1 esetben bármelyik
képlettel számolva a θ = π

2
értéket kapunk. A β-vázról, annak különféle alkalmazási le-

hetőségeiről, illetve a előállítását lehetővé tévő algoritmusokról a [57] tartalmaz bővebb
ismereteket1.

A β-váznak a β = 1 esetét, amikor a θ derékszög, Gabriel-gráfnak (Gabriel graph)
[64] is szokták nevezni. Ebben az esetben akkor kötjük össze egy éllel a pontfelhő két
elemét, ha a közéjük, mint egy átmérő két végpontja közé illesztett gömbben nincsen a
pontfelhőnek más pontja, hiszen a gömb belsejében elhelyezkedő pontban kaphatnánk
csak a θ-ra derékszögnél nagyobb szöget. Egy másik megközelítésben ez azt jelenti, hogy
a pontfelhő két pontját akkor kötjük össze egy éllel, ha nincs a pontfelhőnek olyan har-
madik pontja, amely esetében a két vizsgált ponttól mért távolságok négyzeteinek össze-
ge kisebb, mint a vizsgált pontok közötti távolság négyzete. A távolságok négyzeteit a
koordinátakülönbségek négyzeteinek összegzésével egyszerűen lehet számítani. A sík-
ban az így kapott gráf a Delaunay háromszögháló gráfjának részgráfja. A témával (más
témák, például egy γ-gráfnak nevezett struktúra bemutatása mellett) részletesen foglal-
kozik [136, 135].

A β-váz előállításakor nem egy felületet, hanem csupán egy egyenes szakaszokból
álló vázat kapunk. Ha ezt a vázat elmetsszük egy síkkal (vagy más felülettel), akkor az
eredmény nem egy vonal, hanem metszéspontok halmaza lesz. A kapott ponthalmazból
viszont lehetőségünk van ismét egy β-vázat készíteni, amelynek vonalai már megfelel-
tethetőek lesznek egy metszésvonalnak.

Több, egymással párhuzamosan felvett síkokkal képzett metszésvonalakból akár fe-
lületeket is elő lehet állítani.

1A β-vázról a https://en.wikipedia.org/wiki/Beta_skeleton címen is lehet ismereteket szerezni.
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3.4.2. Pontfelhő és egyenes döféspontjának meghatározása

Döféspontnak egy egyenes és egy felület közös pontját nevezzük. A pontfelhő által meg-
határozott felületnek a metszésvonalhoz hasonlóan a döféspontját is meg lehet határozni
közbenső felület meghatározása nélkül.

A klasszikus geometriai feladatnak megfelelően ezt az esetet is vissza tudjuk vezetni
vezetni egy a döfő egyenesre illesztett tetszőleges sík és a vizsgált felület metszésvonalá-
nak előállítására, majd ennek ametszésvonalnak a döfő egyenessel való visszametszésére.
Mivel a metszésvonal nem egyenes, a döfő egyenest akár többször is elmetszheti, így több
döféspont is keletkezhet.

A négyzetrács-szerű kiosztásban egymással párhuzamosan elhelyezett egyenesek-
kel képezett döféspontok szintén alkalmasak lehetnek egy felületmodell előállítására.
A pontfelhőt megjelenítő képernyő egy pontjához is hozzárendelhetünk egy (a nézeti
transzformáció alapján kiszámítható térbeli helyzetű) félegyenest, majd meghatározhat-
juk az ahhoz tartozó (a félegyenes kezdőpontjához legközelebb elhelyezkedő) döféspon-
tot. Ezt az elvet alkalmazva a felhasználó rajzolni tud a pontfelhő felületére.

A pontfelhők feldolgozására már [83] is javasolta az előzőekhez kapcsolódóan bemu-
tatott gráfokat, de ebben a cikkben a közvetlenül a felületek illesztésére koncentrálnak,
míg az általam javasolt módszerek közvetlenül a pontfelhőből, közbenső felület létreho-
zása nélkül dolgoznak.

3.5. Gyakorlati példák pontfelhők alkalmazására
A lézerszkenneres felmérésnek és ehhez kapcsolódóan a pontfelhők feldolgozásának a
legkülönfélébb területek és objektumok felmérésében jut szerep. A technológia minden-
hol eredményesen alkalmazható, ahol egy területről részletes térbeli modellt akarunk
készíteni. A felmérés és a feldolgozás eszközei a konkrét feladattól illetve annak para-
métereitől függenek.

3.5.1. Terepmodell készítése pontfelhők alapján

A digitális terepmodell a digitális domborzatmodellből és a terepet alkotó objektumok
(nagyjából a topográfiai térkép síkrajzi része) megfelelő térbeli modelljeiből áll. A digi-
tális terepmodell pontfelhő alapján történő előállításakor tehát elő kell állítani a dom-
borzatmodellt, valamint fel kell ismerni és ki kell értékelni a pontfelhőben leképződött
egyéb objektumokat.

A digitális terepmodell lehet a hagyományos topográfiai térkép egy digitális válto-
zata, de annál akár részletesebb adathalmaz is készíthető. Ilyen lehet például egy olyan
városmodell, amely már az egyes épületek különféle részletességű térbeli (3D) modelljeit
is tartalmazza. Az épületek és egyéb a modellt alkotó objektumok esetében a CityGML2

szabvány például LOD0 és LOD4 között öt különféle részletességi szintet határoz meg. A
LOD a Level of Detail kifejezés rövidítéséből ered.

A digitális terepmodell kifejezést egyes helyeken a digitális domborzatmodell szino-
nimájaként is használják.

2A CityGML szabvány a http://www.opengeospatial.org/standards/citygml oldalon érhető el.
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3.5.2. Épületek és épített környezet felmérése

A lézerszkenneres felmérési technológia kiválóan alkalmas épületek külső és belső tere-
inek felmérésére. A belső terek felmérésekor a földi lézerszkennerek jöhetnek számítás-
ba, azok közül is főként azok a műszerek, amelyek a teljes körülöttük lévő teret képesek
beszkennelni, horizontálisan minden irányban, és vertikálisan is csak a műszer alatt elhe-
lyezkedő térrészt (A Leica ScanStation C10 esetében például a -45 fokos magassági szög
alatti részek) kihagyva. Az épületek külső felmérésekor az előbb bemutatottakon túl már
számításba jöhetnek nagyobb területek esetén a mobil lézerszkennerek illetve a homlok-
zatok felmérésére az olyan földi műszerek is, amelyek csak korlátozottabb tartományban
képesek dolgozni.

Egy épületnek a külső és a belső felületeit egyaránt és akár egyszerre is fel lehet
mérni, így azok együttesen az épület nagy részletességű térbeli modelljét adják. (lásd a
3.2.1 és a 3.3.1 ábrák képein) Az ilyen modellek nagyon jól használhatóak építészeti vagy
műemlékvédelmi [91] célokra, hiszen a rendkívül részletesen és pontosan dokumentálják
a felmért épületet, és ezáltal egy az épületet érintő átalakítás tervezéséhez is kiváló alapot
nyújtanak.

Az épületek felmérése irányulhat egy épület helyett egy nagyobb területre, egy ház-
tömbre vagy akár egy kisebb városrészre is. A [24, 13] egy ilyen munkát mutatnak be.
Nagyon fontos szerepe lett a lézerszkenneres technológiáknak amérnökgeodéziában [90]
is, és a régészeti célú alkalmazásuk [30] is egyre jelentősebb.

3.5.3. Barlangok felmérése

A barlangokat alkotó üregek alakja teljesen szabálytalan, a barlangot kialakító természeti
erők egészen változatos formákat hozhatnak létre. A barlang belső felületének pontos
és részletes felmérésére kézenfekvő lehetőségként adódik a lézerszkenneres technológia
[127].

Földi lézerszkennerek segítségével több hazai barlang (elsősorban a kiépített barlan-
gok) egyes részeit felmérték már. A szerző ezek közül a mérések közül a Pál-völgyi-
barlangban [14] (3.5.1. ábra), a Szemlő-hegyi-barlangban valamint a Béke-barlangban
[15] végzett mérésekben vett részt.

Mobil lézerszkennerek a barlangok felmérése során több okból sem alkalmazható-
ak. Az egyik ilyen ok, hogy zárt terekben a helymeghatározás körülményes, bár ez még
áthidalható fejlett inerciális helymeghatározó rendszerek segítségével, amiket alagutak
szkennelésekor alkalmazni is szoktak. A másik ok, hogy a mobil lézerszkennert hordo-
zó jármű közlekedése nem biztosítható egy barlangban. (Sokszor még a földi szkenner
szállítása és használata is körülményes a barlangokban végzett mérések során.)

Barlangok felmérése során a föld alatti fényviszonyok nem teszik lehetővé a fény-
képek készítését a lézerszkenneres felmérési technológiáknál szokásos kamerákkal. A
barlangokban készített lézerszkenneres mérések pontfelhőit ezért elsősorban az intenzi-
tás alapján lehet megjeleníteni. (lásd 3.5.1 ábra)

A barlangok felmérése során keletkező adatokat általában a szélesebb közönség szá-
mára is elérhetővé szeretnénk tenni. Ilyenkor jól jönnek az olyan külön program telepí-
tése nélkül webböngészőből használható megoldások, amelyekre egy példát a [15] mutat
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3.5.1. ábra. A szerző 2012 májusában, a Pál-völgyi-barlangban végzett lézerszkenneres
mérések [14] során egy Leica ScanStation C10 földi lézerszkennerrel (bal oldal); valamint
a fényképen láthatóval nagyjából megegyező terület képe a mérésekből kapott pontfel-
hőben az intenzitások alapján színezve (jobb oldal).

be.

3.5.4. Egyéb alkalmazási lehetőségek

A földi lézerszkennert számos esetben alkalmazhatjuk, amikor valamilyen tárgynak a
pontos alakját kell gyorsan és részletesen felmérni. Akár tárgyszkenner helyett is lehet
használni, ha amodellezni kívánt dolog nem fér be a tárgyszkennerbe, vagy ha nincs ilyen
eszközünk. Részt vettem már olyan munkákban, ahol kartográfiai örökség archiválása
céljából mértünk fel dombortérképeket [16].

Különféle természettudományi kísérletek eszköze is lehet a földi lézerszkenner. A
Debreceni Egyetemmel együttműködve 2013-ban földi lézerszkenneres méréseket végez-
tem a Természetföldrajzi és Geoinformatikai Tanszék folyóvizes laboratóriumában, ahol
egy a víz eróziós hatását modellező terepasztal ismételt felmérése volt a feladatom a kí-
sérletek során [10], aminek segítségével így a különféle fotogrammetriai módszerek [39]
mellett lézerszkenneres technológiával is követni lehetett a terepasztal felszínének vál-
tozásait.

A pontfelhőknek és a lézerszkenneres méréseknek a jövőben előreláthatólag fontos
szerep jut majd a precíziós mezőgazdaságban is. [111]
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4. fejezet

Domborzatmodellek tárolása során
használható indexelési módszerek

A digitális domborzatmodell esetében, akár csak más adatoknál, a hatékony tárolásra
törekszünk. A hatékonyság többféle dolgot jelenthet.

Hatékonynak tekinthetjük azt az adatszerkezetet, amiből kiindulva egy megfelelő al-
goritmus kevés (vagy az adathalmaz méretével kevésbe növekvő) számítási lépéssel elő
tudja állítani a kívánt eredményt. A hatékonyság egymásikmutatója a domborzatot leíró
adathalmaz mérete, itt nyilvánvalóan a kisebb méretet tekintjük hatékonyabbnak. Vége-
zetül meg kell említeni, hogy sok esetben az adathalmaz egyszerűsége is nagyon fontos
előny.

A fenti szempontokat egyszerre kielégíteni nagyon nehéz, mivel azok sokszor egy-
mással ellentétesen hatnak. Például egy tömörítést lehetővé tévő adatformátum alkal-
mazása az adathalmaz méretének csökkenése mellett azzal jár, hogy az egyes műveletek
előtt dekódolni kell a tömörített adathalmazt vagy annak legalább egy (a vizsgált terü-
letre eső) részét. Számos esetben hatékonyan csökkenthető egy a domborzatmodellen
végzett művelet számítási igénye a modell alapelemeinek térbeli indexelésével, de a tá-
rolandó adathalmaz mérete az index méretével növekedni fog. Ezeken a szempontokon
túl még azt is figyelembe kell venni, hogy az adathalmazunk mindkét előző példában
bonyolultabbá is válik a tömörített adatok illetve a térbeli indexek kezelése miatt.

Az adattárolásra kínálkozó lehetőségek közül mindig az adott alkalmazás igényeit
szem előtt tartva célszerű a legelőnyösebb megoldást kiválasztani. Ebben a fejezetben
olyan kutatási eredményeimet fogom bemutatni, amelyek hatékonyabbá tehetik a dom-
borzatmodellek tárolását. (1. tézis)

4.1. Piramis index alkalmazása szélsőértékekkel
A piramis index egy jól ismert és széleskörűen alkalmazott eszköz a nagyméretű képek
kezelésekor. [47, 53] A lényege az, hogy a képet többféle felbontásban tároljuk, és ezek
közül mindig a megjelenítés méretarányának leginkább megfelelőt használjuk. Az egy-
mást követő felbontások általában az eredeti felbontás 1/2, 1/4, … 1/2n részei. A módszer
onnan kapta nevét, hogy felfelé haladva az egyes szintek felbontása (és ezáltal az adat-
halmaz mérete) piramisszerűen egyre kisebb lesz.
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4.1.1. ábra. A magasságokra vonatkozó piramis index első szintjének számítása a rács-
pontok magasságaiból.

Az egyes szintek képeinek egy eleméhez az eggyel nagyobb felbontású kép négy ele-
me rendelhető. Ezzel a hozzárendeléssel fa gráfok jönnek létre. A viszony az elemek
elhelyezkedéséből ered, külön tárolni szükségtelen.

A piramis index egyes képeinek mérete az eredeti kép méretének 1/4, 1/16, … 1/22nrésze.
A teljes piramis index tárigénye így az eredeti kép méretének harmada. (Kiszámítható a∑∞

i=1
1
22i

alapján.)
A piramis indexet általában nagyméretű képek nagyságrendileg különböző méretará-

nyokban történő megjelenítéséhez használják, ilyenkor ennek megfelelően az indexké-
pek raszterjei az eredeti kép helyileg megfeleltethető raszterjeiben lévő értékek számtani
közepét tárolják. Ez a digitális domborzatmodellek esetében egyébként a térfogatszámí-
tások gyorsítására használható fel, mivel az átlagos magasságot a raszter alapterületével
megszorozva egyszerűen kapjuk a felületdarab alatti térfogatot. [146]

Figyelmet kell fordítani arra, hogy GRID modellek a magasságokat a rácsháló rács-
pontjaira vonatkozóan tárolják, a fent bemutatott piramis indexben tárolt magasságok
pedig már a kisebb felbontású rácshálók felületeire (négyzeteire) vonatkoznak. Ennek
megfelelően az index első szintjét a 4.1.1 ábrán látható módon kell számítani a felületek
területére eső kilenc rácspont magasságából kiindulva. A további szinteket már egyszerű
átlagolással (az alsó szint négy vonatkozó elemének 0.25-ös súllyal való összegzése) lehet
számítani.

Piramis index készíthető oly módon is, hogy az egyes indexképek elemeiben a legki-
sebb és legnagyobb értékeket, vagyis a raszternek megfeleltethető felületdarab legmaga-
sabb illetve legalacsonyabb pontjának magasságait tároljuk, amivel a domborzatmodell
különböző nagyságú felületdarabjainak a befoglaló téglatesteihez jutunk. Egy ilyen tég-
latest vízszintes kiterjedése az elem elhelyezkedéséből következik, egy négyzettel adható
meg, a téglatestek így négyzet alapú hasábok lesznek. A hasáb alsó illetve felső lapjának
magassági értelmű elhelyezkedését a tárolt minimum és maximum értékek határozzák
meg.

Egy piramis index mérete az eredeti kép méretének harmada, de mivel itt kétféle ada-
tot is tárolunk, a méret az eredeti kép kétharmada lesz. Az index méretének csökkentése
érdekében predikciós tömörítés alkalmazható, amelynél várt értéknek az eggyel kisebb
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4.1.1. táblázat. Az entrópia értékei a rácssűrűség függvényében a minimális és a maximá-
lis értékek esetében

100 200 400 800 1600 3200
MIN 3,27 3,78 4,23 4,62 4,92 4,85
MAX 3,29 3,87 4,36 4,87 5,37 5,48

felbontású kép helyileg megfeleltethető értékét vesszük. Mivel szélsőértékekről van szó,
a négy nagyobb felbontású elem közül legalább egy értékének meg kell egyeznie a várt
értékkel, a többi pedig csak kisebb vagy nagyobb lehet nála, attól függően, hogy a maxi-
mumokat vagy a minimumokat tároló indexről van-e szó.

A fent bemutatott módszer alkalmazásakor, az egyes indexképek számításánál a ki-
sebb felbontásból a nagyobb felé haladva tudjuk meghatározni az értékeket. Mivel az
előszűrések során is ilyen irányban haladunk, elég az indexeknek csak azon értékeit ki-
számítani, amelyek az előszűrés soránmegvizsgált befoglaló idomokkal fedésben vannak.

Az indexeknek a fenti módon történő tömöríthetőségét egy Székesfehérvár környé-
kén kijelölt tesztterületen (575500 < Y < 627000 és 190000 < X < 242000 EOV koordináták
által határolt téglalap) próbáltam ki, melyen sík és tagolt domborzatú területek vegye-
sen találhatóak. A vizsgálatokhoz egy a három másodperces SRTM adatokból levezetett
(EOV rendszerbe transzformált) 100 méteres felbontású domborzatmodellt használtam.

A tesztterület 100 méteres felbontású domborzatmodelljéből 200, 400, 800, 1600, 3200
és 6400 méteres felbontású raszter állományokat készítettem, melyek raszterjei az általuk
lefedett területdarab legmagasabb illetve legalacsonyabb pontjának magasságait tartal-
mazták. A következő lépésben megvizsgáltam a 100 - 3200 méteres felbontású állomá-
nyok értékeit, hogy mennyire térnek el az eggyel kisebb (200 – 6400 méteres) felbontású
képnek az adott területre vonatkozó értékeitől. Az így kapott adathalmazoknak, mivel a
vizsgált kérdés a tömöríthetőség volt, számítottam az entrópiáját.

Az entrópiának az informatikában használatos fogalmát Shannon vezette be. Amennyi-
séget egy X-el jelölt adatforrásra vonatkozóan a következő képlettel számíthatjuk:

H(X) = −
∑

pi log2 pi (4.1.1)

ahol pi az egyes események (az adatforrás által közölt adatok) előfordulásának gya-
korisága vagy valószínűsége. Az entrópia adott számú lehetséges esemény esetén akkor
a legmagasabb, ha minden esemény valószínűsége egyforma, ekkor értéke log2 n, ahol n
a lehetséges események száma. Amennyiben az egyes események valószínűsége eltérő,
az entrópia értéke ennél alacsonyabb. Ilyen esetekben a különféle gyakoriságú adatok-
hoz különféle hosszúságú bitsorozatokat rendelhetünk egy megfelelő kódolás (például
Huffmann-kódolás[74]) segítségével, ami biztosítja az adathalmaz tömörítését.

A 4.1.1 táblázat a kapott entrópia értékeket foglalja össze. Jól látható, hogy az entrópia
a felbontás csökkenésével növekszik, és hogy ez a növekedés a maximális értékeknél
jelentősebb mint a minimális értékeknél. Ezek a jelenségek a domborzat jellemzőiből
következnek, hiszen egy nagyobb területen nagyobb magassági eltérések adódhatnak.
Az egyes területek legalacsonyabb pontjai völgyekben, legmagasabb pontjai pedig hátak
mentén helyezkednek el, melyek közül az előbbiek magassága kevésbé változatos.

Egy alkalmazási lehetőség az előbb bemutatott indexelési eljárásra a láthatósággal
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4.1.2. ábra. A szélsőértékes piramis index befoglaló téglatesteinek és a láthatósági elemzé-
sek során vizsgált sugár viszonyának lehetséges esetei (bal oldal). A zöld szakaszt (mind-
két végpont a téglatest felett) biztosan nem takarja a terep, a piros szakaszokat (legalább
egyik végpont a téglatest alatt) pedig biztosan takarja. A kék színű szakaszok (egyik vég-
pont sincs a téglatest alatt, de nincs mindkettő a téglatest felett) esetében a vizsgálatot
folytatni kell az index egyel alacsonyabb szintjén a jobb oldalon bemutatott módon.

kapcsolatos vizsgálatoknál [71, 60, 59, 139] adódik. Két pont összeláthatóságának vizs-
gálatakor azt kell ellenőrizni, hogy a pontok közötti szakasz végig a terep felszíne felett
halad-e. Egy térbeli szakaszból számítani tudjuk egy négyzet alapú területre eső rész-
szakaszát és ezen szakasz legalacsonyabb pontjának magasságát; a szélsőértékes piramis
indexből pedig meg tudjuk mondani, hogy milyen magasságban van a terep legalacso-
nyabb és legmélyebb pontja egy négyzet alakú területen.

Amennyiben a rész-szakasz legalacsonyabb pontja (ami az alacsonyabban elhelyez-
kedő végpont lesz) a terület legmagasabb pontja felett helyezkedik el, minden továb-
bi vizsgálat nélkül megállapíthatjuk, hogy a kérdéses részterületen nincs az összelátást
akadályozó felületrész. Ha a rész-szakasz legalacsonyabb pontja a terület legalacsonyabb
pontja alatt van, akkor pedig a kitakarás tényét tudjuk egyből megállapítani. Más ese-
tekben rekurzív módon folytatnunk kell a vizsgálatot a területen az eggyel nagyobb fel-
bontású szélsőértékes piramis index segítségével. (4.1.2 ábra.)

A fenti módszer nélkül a láthatóság vizsgálatához a két vizsgált pont közötti távol-
sággal (t) arányos számú műveletre van szükségünk. A szélsőértékes piramisindex alkal-
mazásával ez akár a távolság logaritmusával arányos lépésre is csökkenthető. A művele-
tek pontos száma a konkrét domborzati viszonyoktól is függ, de életszerű esetekben az
O (log t)-hez közelít az O (t) helyett.

A szélsőértékes piramis index elve sok tekintetben hasonlít az egyik legelső hazai
digitális domborzatmodellre a DTM-200 adatbázisra. Ebben a hetvenes években a PKI1

Mikrohullámú és Űrtávközlési Osztályán létrehozott modellben 200 × 200 méteres te-
1Posta Kísérleti Intézet, bővebben róla a http://itf2.njszt.hu/intezmeny/pki címen található anyagban

lehet olvasni.
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rületekre vonatkozóan tárolták a terepfelszín kérdéses darabjának legnagyobb magassá-
gát, valamint a területen belül előforduló legnagyobb magasságkülönbséget, így infor-
mációtartalma hasonló volt az előzőekben bemutatott piramis index egy szintjéhez; bár
a magasságkülönbségre vonatkozó adat csak kategorizálva, 5 méteres felbontással volt
ismert, a 40méter feletti magasságkülönbségek pedig egy közös kategóriába kerültek. A
DTM-200 a mikrohullámú távközlési hálózatok tervezésének támogatására készült, ezért
a domborzati adatok mellett a terep fedettségére vonatkozó adatokat is tartalmazott.2

4.2. A 2+1 dimenziós R-fa alkalmazása TIN modellek
tárolásakor

Az R-fa (R-tree) index egy vektoros térinformatikai adatok térbeli feltételek alapján törté-
nő gyors előszűrésére kidolgozott térbeli index. Lényege, hogy egy olyan fa típusú gráfot
hoz létre, amelynek csomópontjaihoz téglalapokat (3D adattárolás esetén téglatesteket)
rendel úgy, hogy az egyes csomópontok téglalapjai teljes egészében tartalmazzák a be-
lőlük származó csomópontok téglalapjait, a fa levelein pedig az indexelendő objektumok
befoglaló téglalapjai helyezkednek el. A fa gyökeréhez tartozó téglalap így valamennyi
indexelt objektum befoglaló téglalapját tartalmazza. A módszerrel kapcsolatban az első
publikáció [68] óta számos cikk született, sokféle változatát dolgozták ki.

Az R-fa index alkalmas a TIN típusú domborzatmodellek háromszögeinek indexelé-
sére is. A tetszőleges dimenziószám esetén alkalmazható indexelési módszernek ebben
az esetben a három dimenziós változatát lenne kézenfekvő használni, de a domborzat és
a modellezésére használt TIN háló több olyan tulajdonsággal is rendelkezik, amely ennek
a döntésnek az átgondolására késztet.

Egy domborzatmodell által leírt felület kiterjedése általában több nagyságrenddel na-
gyobb vízszintes, mint magassági értelemben. További fontos tulajdonság, hogy a há-
romszögháló elemeinek a vízszintes vetületei hézag- és átfedésmentesen fedik le a síkot.
A magassági adatok ennek ellenére nagyon fontos információt hordoznak.

Az R-fa index kialakításának és kezelésének egy lényeges metódusa a csomópontok
szétvágása. Erre akkor van szükség, ha a csomópontból induló élek száma egy új él be-
szúrását követően meghaladná a maximálisan tárolható élek számát. Ilyenkor a csomó-
pont elemeit szétválogatjuk két, egymástól a térben lehetőleg minél jobban elkülönülő
csoportra, és az így létrejövő kettő új csomópontot a régit lecserélve bejegyezzük abba
a csomópontba, ahonnan az származott. Ha ezáltal abban a csomópontban is betelik a
hely, a vágást rekurzívan folytatjuk, felfelé haladva a fában; szükség esetén a gyökeret is
kettévágjuk és egy új, eggyel magasabb szinten elhelyezkedő gyökérbe jegyezzük be az
így kapott részeket.

A csomópontok szétvágására többféle algoritmus létezik. Már a [68] is több módszert
adott meg, majd később mások további algoritmusokat is publikáltak. A csomópontok
vágására használt algoritmus kiválasztása nagyban befolyásolja az indexelés hatékony-
ságát a létrejövő index-struktúra tekintetében, illetve a csomópont vágására fordítandó,
és ezáltal a beszúrásokhoz és módosításokhoz szükséges idő kérdésében.

2ADTM-200-ról bővebben a http://itf.njszt.hu/23r4r23r/uploads/2015/06/tiszoczi_gallyas.ppt címről le-
tölthető előadásban lehet olvasni.
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A teljeskörű keresés (Exhaustive Search) megvizsgál minden lehetséges felosztást, és
ezek közül kiválasztja azt, amelyiknél a létrejövő két új csomóponthoz tartozó befoglaló
téglalapok területeinek összege minimális. Ezzel a módszerrel hatékony index alakítható
ki, viszont az időigénye nagy, hiszen a csomópontokban elférő befoglaló téglalapok szá-
mával exponenciálisan növekszik, mivel n darab elemet 2n−1 − 1 féle módon lehet két
csoportba osztani úgy, mindegyik létrehozott csoportba legalább egy elem kerüljön, és
ezeket a lehetőségeket a teljeskörű keresésnél mind meg kell vizsgálni.

A négyzetes metódus (Quadratic Method) és a lineáris metódus (Linear Method) egy-
máshoz hasonló elven működnek: kiválasztanak két elemet a két csoport kezdőelemének
(PickSeed), majd a többi elemet egymás után megvizsgálva ezen csoportok valame-
lyikéhez rendelik (PickNext). A különbség a két módszer között abban rejlik, hogy a
PickSeed és a PickNext műveletek a négyzetes metódus esetében úgy működnek,
hogy az elemek számával négyzetesen arányos számú lépéssel lefutó algoritmust ered-
ményeznek, a lineáris metódus esetében pedig úgy, hogy a csomópont vágásához csak
az elemek számával egyenesen arányos számú lépésre van szükség. Az indexelt tér di-
menziójának számával a számítási igény minden bemutatott módszer esetében lineárisan
nő.

Meg kell még említeni az R*-fa (R*-tree) indexet, ami az R-fa index egy módosított
változata [34]. Ez abban tér el az eredeti megoldástól, hogy az új elemek beszúrásakor
más módon jár el az optimálisabb keresőfa létrehozása érdekében. A nagyobb hatékony-
ság ára az, hogy összetettebb algoritmusokat használ. A keresés és a törlés tekintetében
az R-fával azonos elven működik.

A TIN típusú digitális domborzatmodellek háromszögeinek R-fa index segítségével
történő tárolása esetén lehetőség van arra, hogy a fa kialakításakor, tehát a csomópont
vágások végrehajtásakor, csak a befoglaló idomok vízszintes helyzetét vegyük figyelem-
be, viszont a befoglaló idomok adatai között már a magassági információkat, vagyis a
téglatest alsó és felső lapjának magasságait is tároljuk.

Az így kapott 2+1 dimenziós R-fa segítségével elvégezhető minden olyan művelet,
ami egy háromdimenziós R-fával, viszont annál gyorsabban kezelhető, mert a csomó-
pont vágásokat csak két dimenzióban kell elvégezni, és amint azt láttuk, ennek a mű-
veletnek a számításigénye a dimenziószámmal együtt növekszik. Ezen kívül az index is
optimálisabb felépítésű lesz, hiszen ha a csomópontok vágását három dimenzióban vé-
geznénk, akkor az a befoglaló téglatestek térfogatának minimalizálására törekedne, ami
eltérő eredményt ad attól, mint amikor az előzőek vízszintes vetületeként előálló tégla-
lapok területét minimalizáljuk.

A módszer arra támaszkodik, hogy egy domborzatmodell kiterjedése vízszintes érte-
lemben általában sokkal nagyobb, mint magassági értelemben. Más esetekben, például
egy épület modelljénél már nyilván nem lenne hatékonyan használható.
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5. fejezet

Lejtésviszonyok eloszlásának
ábrázolása

A terep lejtésviszonyai, amit a gyakorlatban általában a kitettséggel és a lejtőkategóriával
jellemeznek, nagyon fontosak a terület hasznosíthatósága szempontjából. Az esésvonal
irányára és a terep esésére vonatkozó információk sok esetben együttmutatjákmeg, hogy
alkalmas-e a terület valamilyen célra, például érdemes-e oda szőlő- vagy gyümölcsültet-
vényt telepíteni. Előfordulhat az is, hogy egy nagyobb terület esetében ki szeretnénk
mutatni, hogy a különféle lejtésviszonyú területek milyen eloszlásban vannak ott jelen.

Ebben a fejezetben bemutatom azokat a domborzatmodellekkel kapcsolatos eljáráso-
kat amelyeket a lejtésviszonyok eloszlásának ábrázolására dolgoztam ki. (2. tézis)

5.1. Ábrázolási lehetőségek
A felmerülő feladat egyszerűen megoldható egy táblázat segítségével, aminek soraiban
a lejtőkategóriák, oszlopaiban pedig a kitettségek szerepelnek. A táblázat celláiban az
adott kitettségű és lejtőkategóriájú részek összterülete vagy százalékos aránya szerepel-
het. A sík területek sorában a különféle kitettségekhez tartozó cellákat akár össze is lehet
vonni, és az így keletkező cellában lehet elhelyezni a síknak tekintett területek adatait.
Szükség esetén a szokásos (a 2.4.1 és a 2.4.3 táblázatokban használt) besorolásoknál rész-
letesebb felosztáson alapuló táblázatot is lehet készíteni, mint amilyen a 5.1.1 táblázatban
is látható.

Egy ilyen táblázatnak az adatai grafikusan is ábrázolhatóak. Ennek az egyik legegy-
szerűbb, kézenfekvő módja lenne, ha egy térhatású oszlopdiagram segítségével tennénk
összevethetővé a táblázat celláiban található számokat. (5.2.2 ábra bal oldala) Ez a mód-
szer azonban nem túl látványos, és nagy gyengesége még az is, hogy a különféle ki-
tettségek (vagy egyéb az esésvonal iránya szerint felvett osztályok) között azonos távol-
ság lenne minden lejtőkategóriában, pedig annak jelentősége meredekebb terep esetében
sokkal fontosabb mint egy közel sík területen. További problémát jelent, hogy az ábrán
két ellentétes szélére kerülő oszlopsorok valójában szomszédosak egymással.
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5.1.1. táblázat. Egy mintaterületen belüli különféle lejtésviszonyú területek nagysága
hektárban lejtés (oszlopok) és kitettség (sorok) szerint táblázatba foglalva.

0.0°-2.5° 2.5°-5.0° 5.0°-7.5° 7.5°-10.0° 10.0°-12.5° ÖSSZ

0.0°-22.5° 2.45 1.10 0.00 0.00 0.00 3.55

22.5°-45.0° 3.40 2.45 0.15 0.00 0.00 6.00

45.0°-67.5° 4.15 6.95 2.40 0.25 0.05 13.80

67.5°-90.0° 5.20 9.40 3.95 0.65 0.10 19.30

90.0°-112.5° 4.75 6.25 1.75 0.35 0.00 13.10

112.5°-135.0° 3.30 2.35 0.25 0.00 0.00 5.90

135.0°-157.5° 3.10 1.15 0.00 0.00 0.00 4.25

157.5°-180.0° 2.25 0.80 0.00 0.00 0.00 3.05

180.0°-202.5° 2.30 1.90 0.15 0.00 0.00 4.35

202.5°-225.0° 2.15 3.05 1.65 0.25 0.00 7.10

225.0°-247.5° 2.00 3.80 2.15 0.20 0.00 9.00

247.5°-270.0° 1.75 2.55 1.15 0.05 0.00 5.90

270.0°-292.5° 2.05 0.85 0.15 0.00 0.00 3.00

292.5°-315.0° 1.75 0.75 0.00 0.00 0.00 2.50

315.0°-337.5° 2.05 0.60 0.00 0.00 0.00 2.65

337.5°-360.0° 1.60 0.65 0.00 0.00 0.00 2.25

ÖSSZ 45.45 44.60 13.75 1.75 0.15 105.70

5.2. Lejtésviszonyok eloszlását ábrázoló diagram
A megoldást egy poláris koordináta-rendszert alkalmazó diagram használata jelentheti.
Ebben az egyes lejtőkategóriáknak gyűrűk felelnek meg, a sík területeket a diagram kö-
zepén elhelyezkedő kör jelképezi. A gyűrűket sugárirányú vonalakkal a kitettségeknek
megfelelő szektorokra felvágva kapjuk azokat a grafikus elemeket, amelyek a diagram
közepén lévő (a sík területekhez rendelt) körrel együtt a terep adott lejtőkategóriájú és
kitettségű részeit jelképezik. Ezekkel a grafikus elemekkel kell kifejezni, hogy a vizsgált
területen mekkora a lejtésviszonyai alapján az adott kategóriába sorolt felületrész. Erre a
célra a diagram kérdéses elemének (egy szektor vagy a sík területeket jelképező kör) fe-
lületére a terep adott jellegű részeinek összterületével azonos számú pontot szórunk szét
véletlenszerűen vagy más véletlen-jellegű módon, például egy Halton-sorozattal. Ezzel a
módszerrel az eltérő irányú (kitettségű) lejtőket jelképező grafikus elemek annál távolabb
kerülnek egymástól, minél meredekebbek; a közel sík területek pedig egymás közlében
vannak még jelentősebben eltérő irány esetében is. Természetesen lehetőségünk van a
szokásos kategorizálásokból eredőnél több osztály létrehozására, ezáltal a diagram „fel-
bontása” finomítható.

A diagram koordináta-rendszerében körül tudjuk határolni azokat a részeket ame-
lyek valamilyen szempontból (például valamilyen növény termesztése) megfelelőnek bi-
zonyulnak, így a diagramra tekintve már azt is látjuk, hogy a vizsgált terület lejtésvi-
szonyainak eloszlása hogyan viszonyul az ideálisnak tekintetthez. (5.2.2ábra) A körül-
határolás során egyetlen éles halmaz helyett akár több kategóriát vagy átmeneteket is
alkalmazhatunk.

A diagram koordinátarendszerében körülhatárolt területeket a térképen is meg lehet
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5.2.1. ábra. A domborzati viszonyok eloszlásának ábrázolására egy klasszikus diagrammal
(bal oldal) és a javasolt módszerrel (jobb oldal). A klasszikus diagramon hengeres osz-
lopok helyett kúpokat használtam a kitakarások minimalizálása érdekében. A javasolt
diagramon minden egyes zöld színű pont egy egységnyi területű felületdarabot jelent,
aminek a lejtésviszonyai a diagram poláris koordinátarendszeréből olvashatóak le.

5.2.2. ábra. Ideálisnak tekintett lejtésviszonyok elhatárolása a diagram koordinátarend-
szerében egyetlen éles halmazzal (bal oldali diagram) és több kategóriával (jobb oldali
diagram).
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5.3.1. ábra. A Matplotlib segítségével készített diagramok. (A többi ábra lejtésviszonyok
eloszlását bemutató diagramjai az SVG állományokat előállító megoldással készültek.)

jeleníteni egy domborzatmodell alapján. Ez alapesetben egy logikai értékeket tartalmazó
raszter réteget eredményez annak megfelelően, hogy a vizsgált területdarabon a lejtő
iránya és nagysága a diagramon lehatárolt részre esik-e. A térképi megjelenítés átmeneti
kategóriák vagy folyamatos átmenet esetén is alkalmazható, csupán a létrejövő raszter
réteg típusa lesz egész vagy lebegőpontos szám.

5.3. A diagramok előállítása
A bemutatott diagramok előállításához Python nyelven készítettem programokat. A di-
agramhoz szükséges adatokat kigyűjtő program az OSGeo Python könyvtárának1 GDAL
[140]modulja segítségével segítségével olvasta be a domborzatmodell adatait egy NumPy
[138] tömbbe. A terület poligonjának leírását egy WKT formátumú szövegként kapta
meg a program.

Azokon a helyeken, ahol a rácsháló egy négyzetének középpontja a vizsgált területre
esett, a program kiszámította a kérdéses felületdarab lejtésére vonatkozó adatokat, majd
kiírta azokat egy szöveges állományba.

Ebből a szöveges állományból dolgozott a diagramokat előállító program, ami a kapott
adatok alapján egy SVG állományt hozott létre. A létrehozott SVG állomány tartalmazott
minden a diagramhoz kapcsolódó grafikus elemet, és az adatok alapján felkerültek rá a
lejtésviszonyok eloszlását szemléltető pontok is.

Később a jól testreszabható diagramok készítésére megalkotott Matplotlib2 [75] Py-
thon modul segítségével működő programot is készítettem. (5.3.1. ábra) Itt nagy segítsé-
gemre volt, hogy a poláris koordinátarendszer alkalmazása és a pontokból álló, eloszlást
kifejező diagramok (scatter) a Matplotlib-ben alapvető eszközök, így ez a program jóval
egyszerűbb és tömörebb volt, mint az előző [6].

5.4. A megjelenítés részletkérdései
Az elemzések során SRTM domborzatmodelleket használtam, amelyek a magasságot mé-
teres élességgel tartalmazták. Mivel a rácsháló négyzeteinek csúcsaihoz tartozóan meg-

1bővebben lásd: https://wiki.osgeo.org/wiki/OSGeo_Python_Library
2A Matplotlib a https://matplotlib.org/ oldalról tölthető le.
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5.4.1. ábra. A méter élességű magasságokból közvetlenül generált diagram (bal), és a ma-
gasságok minimális véletlenszerű módosításával kapott eredmény (jobb).

adottmagasságok különbségei így viszonylag kevés számú esetet eredményeznek, a diag-
ram pontjai egy pozícióba esve nem fejezhetnék ki jól a lejtésviszonyok eloszlását, mivel
a diagramot szemlélők nem tudnák eldönteni, hogy hány pont van egymáson az egyes
helyeken. (5.4.1.ábra) A probléma elkerülése érdekében a rácspontok magasságaihoz egy
−0, 5 és +0, 5 közötti egyenletes eloszlású véletlen számot adtam hozza a lejtési adatok
számítása előtt.

Fontos a pontok méretének (vagyis a pontokat megjelenítő körök átmérőjének) meg-
felelő megválasztása. Ha az egymással átfedő pontok teljesen (vagy közel teljesen) kitöl-
tik a síkot, akkor a különféle sűrűségű részek vizuális elkülönítése nehézzé válik.
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6. fejezet

Terepszerkezeti formák elkülönítése

A terep felszínének pontjait különféle kategóriákba sorolhatjuk azok jellege szerint. A
topográfiában szokásos megnevezéseket használva csúcsoknak (kúp) illetve mélypont-
nak (teknő) hívjuk a terepfelszín lokális maximumait illetve minimumait. A hátvonalak
(gerincvonalak) és a völgyvonalak a hegyhát legmagasabb illetve a völgy legalacsonyabb
pontjait összekötő vonalak. A domborzat egyes részein nyergek alakulnak ki, ahol több
gerincvonal illetve völgyvonal találkozik. A terepnek azokat a pontjait, ahol semmiféle
az előbbiekben bemutatott jellegzetes pont vagy idomvonal nem található, lejtőnek vagy
(ha a terep lejtése nem jelentős a vizsgált helyen) sík(ság)nak nevezzük.

A topográfiában megkülönböztetnek még további ún. mellékidomokat is, de a követ-
kezőkben bemutatott elemzések szempontjából ezek nem különülnek el az előbbiekben
bemutatottaktól, illetve azokból felépíthetőek.

Ebben a fejezetben bemutatom a terepszerkezeti jellemzők leírására kidolgozott, az
irányszög szerintimagasságkülönbségekre illesztett Fourier-sor paraméterein alapulómód-
szeremet; illetve azt, hogy ezeknek a elemzéseknek az eredményéből kiindulva hogyan
nyílik lehetőség a terepszerkezeti formák fuzzy alapú elkülönítésére. (3. tézis)

Fontos megjegyezni, hogy a következőekben tárgyalt terepszerkezeti formák között
felületszerű (síkságok, lejtők), vonalas (gerinc- és völgyvonalak) és pontszerű (csúcsok,
mélypontok, nyeregpontok) elemek is vannak. A bemutatott eljárások ezzel szemben
a terepfelszín elemi darabjait sorolják be a fentieknek megfelelő osztályokba. Ilyenkor
nyilvánvalóan a kérdéses idomvonalak és pontok közélében található területek sorolód-
nak a megfelelő kategóriákba.

6.1. Terepszerkezeti formák felismerésének klasszikus
módszerei

A terep különféle jellegű pontjainak besorolására többféle módszer létezik. A követ-
kezőkben a [116] alapján két közismert eljárást is be fogok mutatni, mielőtt javaslatot
tennék további módszerekre.

Egy megfelelően megválasztott r sugarú kör mentén 15 fokonként kiszámítjuk a te-
rep magasságát, majd képezzük az egymással ellentétes oldalon lévő pontokat összekötő
szakaszok felezőpontjának és a vizsgált pontnak a magasságkülönbségeit. Ezt követően
megszámoljuk, hogy ezek között a magasságkülönbségek között mennyi olyan pozitív
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(N+) illetve negatív (N−) érték van, aminek az abszolút értéke meghalad egy megha-
tározott érdességi tényezőt (E). Ha N+ és N− értéke is nulla (vagyis minden magas-
ságkülönbség az E érdességi tényező értékén belül volt), akkor a pontot sík területnek
tekintjük. Ha az összes magasságkülönbség pozitív vagy negatív volt, akkor a pont mély-
pontnak vagy kúpnak minősül. Ha N+ = 0 és N− > 0, akkor a pont gerincvonalra, a
fordított esetben (N− = 0 ésN+ > 0) pedig völgyvonalra esik. A többi (az előbbi szabá-
lyok szerint még nem besorolt) pontot lejtőnek tekintjük.

A módszer alkalmazásakor fontos az r sugár és az E érdességi tényező helyes meg-
választása. Kisebb sugár mellett a szerkezeti vonalak megszakadhatnak, nagyobb sugár
esetén pedig sávvá szélesedhetnek. A módszer a nyeregpontokat nem sorolja külön ka-
tegóriába.

Egy másik módszert alkalmazva a vizsgált ponttal azonos középpontú r sugarú kör
mentén haladva képezni kell a kerületi pontok és vizsgált pont magasságkülönbségeit.
Az így kapott számsorból számítani kell a pozitív (S+) és a negatív (S−) elemek összegét,
meg kell számlálni a negatív elemek számát (L) valamint azt, hogy a kör mentén haladva
az érték hányszor változtatja meg az előjelét (N ).

Ha a pont magasabban van valamennyi a környezetében található ponttól, akkor
kúppont, ha alacsonyabban, akkor mélypont. Amennyiben S+ és S− abszolút értéke-
inek összege nem lép túl egy E+ küszöbértéket, a területet síknak tekintjük. Ha a pont
környezetében a pozitív értékek jellemzőek akkor völgyvonalra, ha a negatívak, akkor
gerincvonalra esik. Amennyiben a pozitív és a negatív értékek száma azonos, akkor az
előjelváltások számát (N ) kell megvizsgálni. Amennyiben N = 2, a pont lejtőnek te-
kinthető, ilyenkor a magasságkülönbségek görbéje periodikusan egy hullámot ír le. Ha
N = 4, akkor a pont nyeregpont, az előbbi görbe ilyenkor két hullámot is leír egy peri-
ódus alatt.

6.2. Terepszerkezeti formák jellemzése irányszög sze-
rinti Fourier-sorokkal

Az előző módszerekben meghatározott mennyiségek helyett az r sugarú kör mentén a
ponthoz képest meghatározott magasságkülönbségekre egy másodfokú Fourier-sort is
felírhatunk az irányszög (δ) függvényében, és ennek paramétereiből is megpróbálhatjuk
eldönteni a pont jellegét. A sor paramétereiből ugyanis minden az előző módszerekben
a pont besorolásához használt jellemző kiolvasható.

Egy f(x) függvényt a következő módon közelíthetünk egyN -ed fokú Fourier-sorral:

f (x) ∼ sN (x) =
a0
2

+
N∑
i=1

(ai cos (ix) + bi sin (ix)) (6.2.1)

ahol az összesen 2N +1 darab ai-vel és bi-vel jelölt együtthatók értékeit a következő
módon számíthatjuk:

ai =
1
π

´ π
−π
f (x) cos (ix) dx

bi =
1
π

´ π
−π
f (x) sin (ix) dx

(6.2.2)
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Ezek a közelítések a felhasznált trigonometriai függvények jellegéből adódóan egy
2π periódusú függvényre vagy valamilyen más függvénynek egy ilyen hosszúságú sza-
kaszára alkalmazhatóak.

A fenti közelítő elvet alkalmazhatjuk a vizsgált ponttól r távolságban található, egy-
mástól δ irányszögük alapján megkülönböztethető pontoknak a vizsgált ponthoz viszo-
nyított magasságkülönbségére is. A Fourier-sor együtthatói ekkor a következő módon
számíthatóak egy x, y koordinátákkal megadható pont r sugarú környezetére:

ai =
1
π

´ 360°
0° (h (x+ r sin δ, y + r cos δ)− h (x, y)) cos (iδ) dδ

bi =
1
π

´ 360°
0° (h (x+ r sin δ, y + r cos δ)− h (x, y)) sin (iδ) dδ

(6.2.3)

A h (x, y) a kétváltozós függvénynek tekintett terepfelszín. A 2π, vagyis 360 fok
hosszúságú periódus az irányszögből értelemszerűen adódik. A gyakorlatban az integ-
rálás helyettM számú pontban számított értékek összegzését végezzük. Az együtthatók
számítása így a következő összefüggésekkel történik:

ai =
2
M

∑M−1
j=0

((
h
(
x+ r sin 2πj

M
, y + r cos 2πj

M

)
− h (x, y)

)
cos

(
i2πj
M

))
bi =

2
M

∑M−1
j=0

((
h
(
x+ r sin 2πj

M
, y + r cos 2πj

M

)
− h (x, y)

)
sin

(
i2πj
M

)) (6.2.4)

A fentiek alkalmazása során szükséges a h (x, y) ismerete, ami az esetünkben azt je-
lenti, hogy a rendelkezésre álló domborzatmodell alapján tetszőleges vízszintes pozíci-
óban meg kell tudnunk állapítani a magasságot. Mivel ezek a pozíciók a vizsgált pont
körül egy kör mentén helyezkednek el, csak nagyon ritkán esnek a domborzatmodell
támpontjaira, így valamilyen interpolációt is alkalmaznunk kell.

Az a0 együttható értéke azt fejezi ki, hogy a pont mennyivel van átlagosan magasab-
ban vagy alacsonyabban az r sugarú környezeténél. Az a1 és b1 együtthatók értékeiből
a felület dőlésére lehet következtetni. Ha az a2 és b2együtthatók értékei jelentősek, ak-
kor abból arra következtethetünk, hogy a pont egy nyeregpont vagy (ha közben a1 és b1
értékek is jelentősek) egy idomvonalon található. (6.2.1. ábra)

Az r sugár értéke különféle lehet, ami különböző aiés biértékeket eredményezhet,
amelyek így r függvényében értelmezhetőek. Lehetőségünk van az ai és a biértékeket
tetszőleges számú és értékű r mellett kiszámítani, majd az eredményekre egy N -ed fokú
polinomot illeszteni, ami az y = c0+c1x+c2x

2+ · · ·+cNxN módonN+1 adattal adható
meg. Egy M -ed fokú Fourier-sor paramétereinek N -ed fokú polinommal való kifejezé-
se így összesen (2M + 1) (N + 1) adatot jelet. Ezek az adatok megadják a domborzat
közelítő leírását egy pont környezetében.

A vizsgálatot fordítva is el lehet végezni. Egy pontból kiindulva különféle irányokban
egy-egy N -ed fokú polinommal írjuk le a felület függőleges metszeteit, majd ezeknek a
polinomoknak a paramétereire írunk fel Fourier-sorokat a metszet irányszögének függ-
vényében. Ennek a megoldásnak az a hátránya, hogy a polinomok az r = 0 esetben az
irányszög függvényében különböző értékeket vehetnek fel, így a felület nem lesz folyto-
nos, ezért részletesebben nem is foglalkoztam ezzel a módszerrel.

Az ai és bi paraméterek előállításának egyik kézenfekvő módja a (6.2.4) egyenletben
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6.2.1. ábra. Különféle terepszerkezeti formákhoz tartozó pontok környezetének vizsgálata
a hozzájuk tartozó másodfokú Fourier-sor segítségével. A kék vonal a terepfelszínnek a
pont környezetében vett metszetét mutatja 10 fokos mintavételezési sűrűséggel. A piros
vonal az ugyanezekre az adatokra illesztett másodfokú Fourier-sor képe. A diagramok
alatt a Fourier sor paraméterei is megtalálhatóak. A zárójelben az |a0|, a

√
a21 + b21 illetve

a
√
a22 + b22 értékek vannak.
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bemutatott numerikus integrálok számítása, amihez a terepfelszín magasságát (a képle-
tekben h (x, y)-al jelölve) a vizsgált pont köré rajzot kör mentén M darab pontban kell
meghatározni valamilyen interpolációs módszerrel, majd ezeket az értékeket (pontosab-
ban a vizsgált pontmagasságával képzett különbségeiket) szorozni kell az irányszögmeg-
határozott trigonometriai függvényével, és az így kapott szorzatok összegét kell számíta-
ni. A magasságok meghatározását végezhetjük olyan interpolációs módszerrel, amelyik
egy pont magasságát a környező rácspontok súlyozott átlagaként adja meg, mint például
a (⁇) összefüggéssel leírható bilineáris interpoláció.

A h (x, y) függvény kiszámítandó értékeit ezzel a rácspontok magasságainak lineáris
kombinációjára vezethetjük vissza, amelyeket azután az irányszög megfelelő, a kérdéses
pontra nézve konstans értékű trigonometriai függvényével is szorozhatunk, majd össze-
gezhetünk is. A végeredmények a 6.2.2. ábrán bemutatottakhoz hasonló konvolúciós
szűrők lesznek a (rácstávolsághoz viszonyított) sugártól és az interpolációs módszertől
függően. Ezekkel a konvolúciós szűrőkkel már a legtöbb térinformatikai szoftverben le-
hetőségünk van arra, hogy az ai és bi paramétereket egy vizsgált domborzatmodell min-
den rácspontjára vonatkozóan gyorsan és egyszerűen ki tudjuk számítani.

Minden paraméterhez másik konvolúciós szűrő tartozik. Az eredményként kapott
raszteres állomány a kérdéses paraméter területi változását fogja ábrázolni. Ha a para-
méterekre támaszkodva akarunk további jellemzőket levezetni, akkor aritmetikai műve-
leteket kell végeznünk a konvolúciós szűrővel kapott állományok között.

Az a0, a1, b1, a2 és b2 adatokból és egy újonnan bevezetett e érdességi tényezőből
számíthatjuk a következő paramétereket:

P0 = 1− a20+a21+b21+a22+b22
e2+a20+a21+b21+a22+b22

P1 =
a21+b21−a20−a22−b22

e2+a20+a21+b21+a22+b22

P2 =
a0

√
a22+b22

e2+a20+a21+b21+a22+b22

P3 =
a20−a21−b21−a22−b22

e2+a20+a21+b21+a22+b22

P4 =
a22+b22−a20−a21−b21

e2+a20+a21+b21+a22+b22

(6.2.5)

Az e értéke méterben (vagy más a magasság mérésére használt mértékegységben)
értendő. Mivel a felületmodellből levezetett ai és bi paraméterek mértékegysége szintén
hasonló, a Pi paraméterek dimenzió nélküli számok lesznek. A P0értéke 0 és 1, a többi
fent bevezetett paraméter értéke pedig −1 és 1 között változik.

Minél nagyobb a P0értéke (minél inkább közelít 1-hez) a terep a vizsgált pont kör-
nyezetében annál inkább síknak tekinthető; a P1 értéke pedig a lejtős területeken nagy.
A P2 abszolút értéke az idomvonalak mentén lesz jelentős; a gerincvonalak mentén a
−1-hez, a völgyvonalak mentén pedig az 1-hez közelít. A P3 értéke a terepfelszín lokális
magassági szélsőértékeinek közelében lesz jelentős; ha az a0 < 0 akkor ezeken a helye-
ken csúcsok, ha pedig a0 > 0, akkor pedig teknők vannak. A P4 értéke a nyeregpontok
környezetében lesz magas.
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6.2.2. ábra. Az a0, a1, b1, a2 és b2 paraméterekhez (ebben a sorrendben) tartozó konvolú-
ciós szűrők r = 2, 5τ és bilineáris interpoláció esetén.
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Bár a 6.2.5-ben nem így lett jelölve, de a Pi értékek tulajdonképpen függvények, érté-
kük függ a terepponttól (a vizsgált pozíció vízszintes koordinátáitól és a domborzatmo-
delltől) és a konvolúciós szűrő előállításakor alkalmazott sugártól (mindezek függvényei
az ai és bi értékek), valamint a kifejezések számításához bevezetett e értéktől.

6.3. Terepszerkezeti formák elkülönítése fuzzy alapo-
kon

A fuzzy logika lényege az, hogy az egyértelmű IGAZ vagy HAMIS érték mellett átmeneti
állapotokat is képes kezelni; egy logikai változó így egy 0 és 1 közötti számmal lesz leír-
ható, ahol a 0 az egyértelműen HAMIS, az 1 pedig az egyértelműen IGAZ értéknek felel
meg. A klasszikus logikai értékekhez hasonlóan a fuzzy logika értékeivel is lehet logi-
kai művelteket (ÉS, VAGY) végezni, amire többféle megoldás (az ún. t- illetve s-normák)
is létezik. Ezek mindegyikére elmondható, hogy a 0 és az 1 értékekkel számolva a ne-
kik megfelelő klasszikus logikai műveletek eredményét kapjuk, csak az átmeneti értékek
esetében működnek különbözőképpen.

A klasszikus („éles”) halmazok esetében definiálhatunkminden halmazhoz egy karak-
terisztikus függvényt (jelölése általában µhalmaz), ami az alaphalmaz elemeihez logikai
IGAZ (1) értéket rendel, ha azok elemei a vizsgált halmaznak, HAMIS (0) értéket pedig,
ha nem. Az előbbi mintájára egy halmaz karakterisztikus függvénye egy 0 és 1 közötti
értéket (egy fuzzy logikai értéket) is rendelhet az alaphalmaz elemeihez; ilyenkor fuzzy
halmazról beszélünk. Ahogyan a fuzzy logikában nem húzunk éles határt az IGAZ és a
HAMIS közé, a fuzzy halmazok sem rendelkeznek éles határokkal. [143, 69, 61]

A fuzzy logika és a fuzzy halmazok számtalan helyen használhatóak jól, ahol kizáró-
lag IGAZ vagy HAMIS állításokkal vagy éles kategóriák felállításával túlzottan leegysze-
rűsítenénk a modellezni kívánt dolgok természetét. A terepszerkezeti formák elkülöní-
tésekor is ez a helyzet, hiszen az ezekhez rendelhető területek sem különülnek el élesen
egymástól.

A 6.2.5-ben bevezetett paraméterekből kiindulva az egyes terepszerkezeti formák ka-
rakterisztikus függvényeit a következőképpen definiálhatjuk:
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µsı́k (tereppont) = Pwsı́k
0

µlejtö (tereppont) =

{
0 ha P1 < 0

P
wlejtö

1 ha P1 = 0

µgerinc (tereppont) =

{
0 ha P2 > 0

(−P2)
wgerinc ha P2 5 0

µvölgy (tereppont) =

{
0 ha P2 < 0

P
wvölgy

2 ha P2 = 0

µcsúcs (tereppont) =

{
0 ha P3 < 0 vagy a0 = 0

Pwcsúcs
3 ha P3 = 0 és a0 < 0

µteknö (tereppont) =

{
0 ha P3 < 0 vagy a0 5 0

Pwteknö
3 ha P3 = 0 és a0 > 0

µnyereg (tereppont) =

{
0 ha P4 < 0

P
wnyereg

4 ha P4 = 0

(6.3.1)

A fenti képletekben a wsı́k, wlejtö, wgerinc, wvölgy , wnyereg , wcsúcs és wteknö paraméte-
rekkel az adott terepszerkezeti forma kiemelhető, ha az értékük kisebb egynél. Egynél
nagyobb értékekkel az adott terepszerkezeti forma tompítására van lehetőség.

A bemutatott módszereket egy egy másodperces SRTM modellből levezetett, 25 mé-
teres felbontással EOV rendszerben újramintavételezett domborzatmodellen próbáltam
ki az 550000 < YEOV < 650000 és a 150000 < XEOV < 250000 koordinátákkal ha-
tárolt területen, a QGIS és a SAGA programok segítségével. A 6.2.2. ábra konvolúciós
szűrőivel képeztem az ai és bi paramétereket, a sugár így R = 62.5m volt (a τ = 25m

felbontás két és félszerese). Az érdességi tényezőnek e = 1m-t vettem fel, a kiemelési
tényezőkwsı́k = 1,wlejtö = 1,wgerinc = 0.5,wvölgy = 0.5,wnyereg = 0.25,wcsúcs = 0.5 és
wteknö = 1 voltak. Az elemzések eredményét a Tihanyi-félszigetre vonatkozóan a 6.3.1.
ábra mutatja.

A terepszerkezeti formák fuzzy alapú elkülönítése sokféle térbeli fuzzy elemzésnek
lehet az alapja. Az adatok defuzzyfikálásával akár a terepszerkezeti formák klasszikus
osztályozását is elő lehet állítani.
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sík

lejtő nyereg

gerinc völgy

csúcs teknő

6.3.1. ábra. A különféle terepszerkezeti formákhoz rendelhető fuzzy értékek.
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7. fejezet

Domborzatmodellek létrehozása
pontfelhők alapján

A légi lézerszkenneléssel (LiDAR) nyert adatok feldolgozása esetén az egyik legfonto-
sabb végtermék a felmért terület digitális domborzatmodellje. A pontfelhő alapján úgy
kell meghatároznunk a terep felszínét, hogy a terep felett elhelyezkedő tárgyakon kelet-
kezett pontok a végeredményt ne befolyásolják. Olyan robusztus módszerre van ilyenkor
szükségünk, amelyet az sem zavar, ha a pontok túlnyomó része a terepfelszín felett he-
lyezkedik el.

Ezt általában olyan megoldásokkal érik el, amelyek egy szűrési lépésben eltávolítják
a nem a terepfelszínhez tartozónak ítélt pontokat, majd a szűrt pontfelhőre illesztik a
domborzatmodellt, vagy a létrehozott domborzatmodell felületén utólag hajtanak végre
valamilyen szűrési műveltet. Ebben a fejezetben ismertetek egy olyan módszert, amelyik
a pontfelhő előzetes szűrése nélkül képes a terepfelszín magasságát egy tetszőleges pozí-
cióbanmeghatározni, amit azután többféle módon lehet felhasználni domborzatmodellek
előállítására vagy a terep egyes objektumainak felismerésére. (4. tézis)

7.1. Felhasználható elvek, lehetséges megoldások
A probléma megoldása során támaszkodhatunk arra, hogy bár a pontok nagy hányada
képződhet a terepfelszín felett (fákon, bokrokon vagy egyéb objektumokon), a terepfel-
szín alá legfeljebb mérési hibából eredően kerülhetnek (és a tapasztalatok alapján ke-
rülnek is) pontok. A terepfelszín kiértékelésekor ezért a legalacsonyabban elhelyezkedő
összefüggő felszínt kell keresni. Többféle lehetőség kínálkozik ilyen felületek keresésére,
amelyeket az alábbiakban fogok bemutatni.

7.1.1. Feldolgozási módszerek a gyakorlatban

A légi lézerszkenneres mérésekből kapott adatok feldolgozásakor az egyik lehetőség az,
hogy a pontfelhőben található nagy számú, nem a terepfelszínhez tartozó pontot vala-
milyen szűréssel megpróbálhatjuk kizárni a későbbi műveletekből. A [137] által javasolt
lejtés alapú szűrő (slope-based filter) kiválasztja azokat a pontokat, amelyeknél egy a
csúcsával a pontra illesztett függőleges tengelyű kúpon belül nem található a pont alatt
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a pontfelhőnek további pontja. A kúp fél nyílásszögének pótszöge határozza meg azt a
maximális lejtést, amit a szűrt pontfelhő által leírt felületen belül még elfogadhatónak tar-
tunk, az ennél meredekebb részeket eredményező pontokat (ezek tipikusan a fákon vagy
az épületeken képződnek) a szűrés eltávolítja; a szűrés eredményeként kapott pontfel-
hőben nem lehetnek olyan pontpárok, amelyeket ennél meredekebb szakasszal lehetne
összekötni. A módszert továbbgondolva [122] egy olyan megoldást javasol, ahol a szű-
réshez használt lejtés a terephez alkalmazkodva dinamikusan változik.

Egy másik lehetőség a LiDAR adatok feldolgozására, hogy a pontfelhőre illesztett
felületmodellen végzünk valamilyen szűrési műveletet a nem a terepfelszínhez tartozó
pontok hatásának kiküszöbölésére. Ilyenek az [55]-ben javasolt morfológiai szűrő vagy
a [89]-ben bemutatott módszerek.

A morfológiai szűrők koptatási (erosion) és bővítési (dilatation) lépésekből épülnek
fel, amelyeknek lényege az, hogy egy a kép egy pontjához a környező területek legalacso-
nyabb vagy legmagasabb értékét rendelik hozzá. A környező terület méretét és alakját
egy ablak (window) jellemző határozza meg. A kétfajta művelet kombinálásával áll elő
egy úgynevezett dual rank szűrő (Dual Rank Filter).

A [144]-ban bemutatott és a gyakorlatban széles körben használt progresszív morfo-
lógiai szűrő (Progressive Morphological Filter) alapelve az, hogy a morfológiai szűréssel
kapott felületmodellt használjuk egy következő lépésben a pontfelhő szűrésére azon az
elven, hogy a terepfelszínhez tartozó pontok a szűréssel kapott felület közelében helyez-
kednek el. Az ezt követő lépésben az így szűrt pontfelhőre illesztünk egy újabb felületet,
amit aztán ismét egy morfológiai szűrőn engedünk át, hogy utána a pontfelhő egy követ-
kező szűréséhez használhassuk. Ezeket a lépéseket úgy ismételjük egymás után, hogy a
morfológiai szűrő által használt ablak méretét egyre kisebbre vesszük.

Kifejezetten az erdős területekről LiDAR adatok alapján készített domborzatmodel-
lek problémájával foglalkozik [106] és [85] mellett [70] is, ahol a feladatra egy virtuális
erdőirtásnak (Virtual Deforestation, rövidítve VDF) nevezett módszert mutatnak be.

A [145] egy ötletesmódszert mutat be a domborzatmodellek LiDAR adatokból történő
előállítására, ami a számítógépes animációkhoz használt ruha szimuláción alapul. A ruha
szimulációt a számítógépes animációkban arra használják, hogy a különféle szöveteknek,
mint például a szereplők ruhái, egy zászló vagy egy függöny, a mozgását modellezzék. Ez
a modellezés szorosan kapcsolódik más fizikai modellezésekhez, így a megadott fizikai
tulajdonságokkal (tömeg, merevség) rendelkező szövet mechanikai kölcsönhatásba lép-
het a színtér egyéb elemeivel; például a ruha ráfeszül a szereplőre, aki viseli; a függöny
pedig, miközben fújja a szél, nekiverődik a falnak.

Domborzatmodell előállítására a fenti eszközt úgy lehet felhasználni, hogy az ani-
mációs program színterében egy szövetet rádobnak a lefelé fordított pontfelhőre. Ezzel
egyenértékű lehet az a megoldás is, ha a pontfelhőt nem fordítjuk meg, de a nehézségi
erő vektorát (ha az adott programban az szabályozható) a szokásossal ellentétesen felfelé,
a Z tengely irányába mutatónak állítjuk be. Ha a pontfelhő pontjai mechanikai akadályt
képeznek, akkor a rajtuk felfekvő szövet alakja jól fogja visszaadni a domborzat felületét.

A különféle szűrési módszerek összehasonlításával [123] foglalkozik. Többféle mód-
szer részletes bemutatása olvasható a [98]-ban. A [80] a LiDAR adatok többprocesszoros
környezetben való feldolgozásával foglalkozik.

Létezhetnek a felszín kiértékelésének speciális esetei is. Ilyen például, amikor egy
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útburkolat felszínét szeretnénk nagy pontossággal meghatározni [142].

7.1.2. Legalacsonyabb rész kiválasztása

A pontfelhő egy adott területre (pl. az a rész, aminek egy pozíciótól mért vízszintes
távolsága kisebb egy meghatározott sugárnál) eső darabjának meghatározzuk a legala-
csonyabb részét, és ezt tekintjük a terepfelszín magasságának az adott terület közép-
pontjában. A legalacsonyabb rész meghatározásakor a legkisebb magasságú pont helyett
érdemes annak a pontnak a magasságát venni, ami a többi a pontfelhő pontjainak egy
meghatározott részénél (például 1-10 százalékánál) magasabban van, hogy az esetleg dur-
va hibával terhelt pontokat így kiszűrjük.

A műveletet több pozícióban elvégezve, például az említett függőleges henger ten-
gelyét egy rácsháló pontjaihoz illesztve digitális domborzatmodellt tudunk készíteni. A
módszer hátránya, hogy a vizsgált terület magasságát a legalacsonyabb részek alapján
fogja meghatározni, ami miatt ez a megoldás a lejtős területeknél nyilvánvalóan nem
használható.

7.1.3. Sík illesztése

Az előbb bemutatott módszer hátránya abból ered, hogy a vizsgált területeken a terep-
felszínt vízszintes síknak tekintjük, holott sok esetben nyilván nem az. Ennek a követ-
kezménye az, hogy lejtős terep esetén a kapott érték nem a terület átlagos magasságát
vagy középpontjának magasságát fogja jelenteni, hanem a legkisebb, tipikusan valahol
a terület szélén elhelyezkedő magasságot. (Feltételezve hogy egy olyan vízszintes síkot
helyezünk el, amely alatt a pontoknak csak egy kis hányada található.) Ezt a 7.1.2 áb-
ra bal alsó képén is ábrázolt helyzetet úgy küszöbölhetjük ki, ha vízszintes sík helyett
megpróbálunk egy általános helyzetű síkot alkalmazni.

A legalacsonyabb rész egyszerű kiválasztásakor az egy paraméterrel (a magasságá-
val) megadható vízszintes sík meghatározásához egyetlen feltételt adtunk meg: a sík
alatt helyezkedjen el a pontok meghatározott hányada. Egy általános helyzetű sík há-
rom paraméterrel adható meg, így a meghatározásához is három feltételre van szükség.
Az egyetlen feltételünkből úgy tudunk hármat csinálni, ha a területet három egyenlő
részre osztjuk, és mindhárom részterület esetében előírjuk, hogy a pontok meghatáro-
zott részének a sík alatt kell elhelyezkednie [8].

Ha a vizsgált pozíció körül egy kör alapterületű területen gyűjtöttük ki a pontfelhő
pontjait, ezt a területet három egymással 120 fokot bezáró sugár mentén három egy-
forma körcikkre tudjuk osztani a 7.1.1 ábrának megfelelően. Az illesztendő sík három
paraméterét az ezen három körcikk vezérlőpontjaiban vett magasságokkal adjuk meg.
A vezérlőpontok a szektorok felezővonalában, a szektor csúcsától kétharmad sugárnyi
távolságban helyezkednek el.

Kezdeti lépésként mindhárom vezérlőpont magasságát úgy vesszük fel, hogy a hozzá-
juk tartozó körcikkekre eső pontok q-ad része (q ·100 százaléka) legyen annál alacsonyab-
ban. A továbbiakban sorra megyünk az egyes vezérlőpontokon, és a magasságukat úgy
növeljük vagy csökkentjük, hogy a hozzájuk tartozó (a körcikkük területére eső) pontok
q-ad része kerüljön a három vezérlőpont által meghatározott sík alá. A műveletet addig
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7.1.1. ábra. A vizsgált pozíció R sugarú környezetét az onnan gyűjtött pontokkal együtt
három szektorra osztjuk. A kigyűjtött pontokat az ábrán szektoronként különböző szín-
nel jelöltem. A műveletek során szerepet kapnak még a szektorok vezérlőpontjai, ame-
lyeket a szektor színének megfelelő körök jelölnek.

ismételjük, ameddig a súlypontok magasságának változtatása nélkül mindhárom körcikk
pontjainak egy hibahatáron belül q-ad része lesz a sík alatt.

A bemutatott módszer nem csupán egy magasságot határoz meg egy vízszintes pozí-
cióban, hanem az illeszkedő sík dőlésére vonatkozó adatokat is megadja. A három adat,
amivel a síkot meghatározzuk, lehet akár a síknak vizsgált pozícióban vett magassága és
az alkalmazott koordináta-rendszer vízszintes tengelyeinek irányába eső lejtései.

A bemutatott elvet a három dimenziós tér helyett egy két dimenziós síkban is használ-
hatjuk (ld. még 7.7.2). A módszer lényege így könnyebben megérthető és szemléltethető.
Egy vonalat úgy tudunk egy ponthalmazra illeszteni, hogy a területet (vagy annak egy
vizsgált részterületét) függőlegesen két részre osztva mindkét féltéren a pontok q-ad ré-
sze kerüljön a vonal alá. (7.1.2 ábra)

7.1.4. Sík illesztésének korlátai

A bemutatott módszer abból a feltételezésből indul ki, hogy a kiértékelendő felület a
vizsgált pozíció közelében jó közelítéssel egy dőlt sík. Ez általában sokkal jobb közelítés
annál, mint amikor a terephez egy vízszintes síkot próbálunk illeszteni, de ha a vizs-
gált pozíció megadott sugarú környezetében a felületnek jelentős görbülete van, akkor
az illesztett sík nem tudja azt megfelelően reprezentálni. Ha csökkentjük a vizsgált fe-
lületdarab méretét (vagyis csökkentjük a vizsgált pozíció körüli kör sugarát), egy síkkal
jobban közelíthető ponthalmazt fogunk kapni, de ezzel együtt csökkenni fog az illesztés-
hez használható pontok száma is.
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7.1.2. ábra. A módszer elvének szemléltetése két dimenzióban. A bal felső kép a terep
valós megjelenését próbálja bemutatni, a mellette található kép a egy LiDAR pontfelhő-
nek az ezen a terepen képződött pontjait mutatja. A bal alsó részen egy vízszintes síkot
(itt most a dimenziószám csökkentése miatt egy egyenest) illesztünk a pontfelhőhöz úgy,
hogy a pontok 10 százaléka kerüljön a vonal alá. A jobb alsó kép a javasolt illesztési mód-
szer kétdimenziós megfelelőjét mutatja be, ami úgy helyez el egy ferde egyenest, hogy
a két szektorra osztott pontfelhő mindegyik részében a pontok 10 százaléka kerüljön a
vonal alá, amivel így a terepfelszínnek egy jó közelítését kapjuk annak ellenére, hogy a
pontok jelentős része a fákon és a bokrokon keletkezett.
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7.2. Gyakorlati megvalósítás
A bemutatott algoritmust angolul „Fitting Disc Method”-nak neveztem el (a megneve-
zésben a korong arra utal, hogy a sík illesztését lokálisan, egy kör alakú területen végez-
zük.), és a gyakorlatban Python1 nyelven írt alkalmazásokkal valósítottam meg. Az al-
kalmazások alapját képező fitdisc modul tartalmaz egy Ptcloud osztályt, aminek
a readptfilemetódusa képes egyszerű szöveges állományokból a pontfelhő pontjait
beolvasni a pontfelhő objektumba, és egy fitdiscmetódust is, ami egy vízszintes ko-
ordinátáival megadott pozícióban egy síkot illeszt a pontfelhő objektum pontjaira. Mivel
előzetesen a vizsgált pozíció adott sugarú környezetéből gyűjtünk pontokat, az illesztett
sík tulajdonképpen egy korongnak tekinthető.

A sík illesztését végző metódus belül egy helyi koordináta-rendszert használ a szá-
mításokhoz. Ehhez a pontokat eltoljuk vízszintesen úgy, hogy a koordináta-rendszernek
a kezdőpontja a vizsgált pozícióba essen, majd olyan mértékű nagyítást alkalmazunk,
hogy a pontok kigyűjtéséhez használt kör sugara pontosan egységnyi legyen. A pontfel-
hő koordináta-rendszeréből (nagy betűkkel jelölve) a következő képletekkel térhetünk át
ebbe a (kis betűkkel jelölt) helyi rendszerbe:

x = X−X0

R

y = Y−Y0

R

z = Z

(7.2.1)

Az X0 és az Y0 a vizsgált pozíció koordinátái, az R pedig a pontok gyűjtéséhez hasz-
nált kör sugara. (A pontfelhő egy pontja akkor vesz részt az illesztésben, ha vízszintes
értelemben a pozícióR sugarú környezetében helyezkedik el, vagyisR2 < (X −X0)

2+

(Y − Y0)
2) A magasságokon a program nem változtat, a sík illesztéséhez használt helyi

koordináta-rendszerben is az eredeti magasságokkal dolgozunk, így majd az eredményt
is ebben a rendszerben kapjuk.

A síkot kétféle módon is meg lehet határozni. Az egyik lehetőség a síknak az előbb
bemutatott helyi koordináta-rendszerben felírt egyenlete:

z = z0 + ax+ by (7.2.2)

Ebben az egyenletben a z0 érték a sík magassága a helyi koordináta-rendszer kez-
dőpontjában, vagyis a vizsgált pozícióban. Az a és b paraméterek az illesztett síknak a
dőlését fejezik ki, de ha az eredeti koordináta-rendszerben értelmezhető értékeket aka-
runk belőle kapni, akkor még osztanunk kell őket R-el. Az 7.2.2 segítségével a z0, a és
b paraméterek ismeretében gyorsan ki tudjuk számítani a sík egy pontjának magasságát
egy vízszintes koordinátáival adott pozícióban, majd ezt követően el tudjuk dönteni, hogy
a pontfelhő egy azonos vízszintes helyzetű pontja ehhez képest hogyan helyezkedik el
(alatta vagy felette van-e a síknak).

A másik lehetőség a sík meghatározására, hogy a síknak a három körcikk vezérlő-
pontjában vett magasságait adjuk meg, amelyekre a továbbiakban zw0 , zw1 és zw2 jelö-

1A Python programozási nyelv honlapja a https://www.python.org/ címen érhető el.
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lésekkel hivatkozunk. (A zwi
jelölésekben az i a szektorokat azonosító nulla és kettő

közötti sorszám.) Ez ugyanúgy három adatot jelent, mint a sík klasszikus egyenletének
paraméterei, de a későbbiekben előnyösebb lesz számunkra az illeszkedő sík adatainak
keresésekor, mert az egyik ilyen magasságnak a megváltoztatása jobban befolyásolja a
hozzá tartozó szektorban elhelyezkedő pontoknak a síkhoz viszonyított helyzetét, mint
a másik két szektor pontjaiét.

A vezérlőpontok magasságaiból számíthatóak az egyenlet paraméterei:

z0 =
zw0+zw1+zw2

3

a =
3
√
3
(
zw2−zw0

)
4

b =
3
(
zw1−z0

)
2

(7.2.3)

Visszafele a számítás még egyszerűbb, mert csak a körcikkek vezérlőpontjainak a
koordinátáit kell az 7.2.2 egyenleteibe behelyettesíteni:

zw0 = z0 − 2
√
3a
9

− 2b
9

zw1 = z0 +
4b
9

zw2 = z0 +
2
√
3a
9

− 2b
9

(7.2.4)

Kezdő lépéskét a program minden szektor esetében a szektor területére eső ponthal-
mazramegállapítja azokat amagasságokat, amelyek alatt a pontok q-ad része helyezkedik
el. Ezek a magasságok lesznek a zw0 , zw1 és zw2 értékek kezdőértékei. (Értelemszerűen
az adott szektor vezérlőpontjához tartozó értékek.)

A következő lépésben úgy kell megváltoztatni a soron következő zwi
értékét, hogy

a hozzá tartozó körcikkben a pontok q-ad része kerüljön a zw0 , zw1 és zw2 értékek által
meghatározott sík alá. (A másik két zw(i±1) mod 3

érték értelemszerűen változatlan marad.)
A változtatásokat úgy végezzük, hogy a zwi

értéke egy t érték (alapértelmezett értéke a
programban 0.01) egész számú többszöröse legyen. Ezt a műveletet kell folytatni a soron
következő zw(i+1) mod 3

értéken, egészen addig, ameddig három egymást követő esetben
nem kell megváltoztatni a zwi

értéket. A végleges zw0 , zw1 és zw2 értékekből az 7.2.3
felhasználásával számított z0 lesz a pont magassága. Ha szükségünk van rá, akkor a sík
dőlésére vonatkozó adatokat is számíthatjuk az a

R
és a b

R
összefüggésekkel.

A sík és a pontok helyzetének vizsgálatakor a program három kategóriát különböztet
meg, és megszámlálja az ezekbe tartozó pontokat. A sík alatti (n−1) és a sík feletti pontok
(n+1) mellett külön számoljuk a síkhoz közeli pontokat (n0), melyek magasságának az
eltérése a sík velük azonos vízszintes helyen vett magasságával 1.6 · t-nél kevesebb. Az
sík alatti pontokra előírt q arányt akkor tekintjük teljesítettnek, ha a sík alatti pontok
aránya kisebb, a sík alatti és a sík közeli pontok összesített aránya pedig nagyobb nála:

n−1

n−1 + n0 + n+1

≤ q ≤ n−1 + n0

n−1 + n0 + n+1

= 1− n+1

n−1 + n0 + n+1

(7.2.5)

Ha a q ezen az intervallumon kívül van, akkor szükség van a körcikkhez tartozó tar-
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tozó pont zwi
magasságának növelésére (ha a sík alatti és közeli pontok aránya kisebb p-

nél) vagy csökkentésére (ha a sík alatti pontok aránya nagyobb q-nál). Ezt úgy végezzük
el, hogy t egységnyi változtatással kezdve addig duplázzuk meg a változtatás mértékét,
ameddig az eltérés már nem lesz azonos irányú a kezdetivel. (Ellentétes irányú lesz, vagy
éppen egy megfelelő értéket találunk.) Az utolsó és az utolsó előtti változtatás között ezt
követően felező módszerrel tudunk egy megfelelő értéket keresni.

A programmal lehetőség van arra, hogy egy rácsháló minden rácspontjának pozíció-
jában elvégezve a vizsgálatot felületmodellt állítsunk elő, és azt egy ArcInfo ASCII GRID
fájlba kiírjuk. Nem csupán amagasságokat lehet ilyenmódon egy állományba elmenteni,
hanem az illesztett síkok dőlésére vonatkozó paramétereket is.

7.3. A paraméterekkel kapcsolatos kérdések vizsgálata
A sík illesztése a bemutatott módon két szabadon felvehető (vagy úgy is mondhatjuk,
hogy önkényesen meghatározható) paraméter megadását igényli. Ezek egyike a pontok
gyűjtéséhez használt kör R-el jelölt sugara, a másik pedig a q-val jelölt paraméter, ami
az illesztett sík alá (vagy közvetlen közelébe) eső pontok arányát adja meg. Különféle R
és q értékekkel készült domborzatmodelleket láthatunk a 7.3.1 ábrán.

Az R értékének növelésével egyre több pontunk lesz, így az illesztett sík is ponto-
sabb és megbízhatóbb lesz, viszont a kapott értékek egy egyre nagyobb területet fognak
jellemezni, a síkok z0 magasságaiból képzett felületmodellekről eltűnhetnek az apróbb
részletek. Az R értékét felvehetjük dinamikusan, a legkisebb olyan sugárként, ami min-
den szektor területén tartalmaz legalább N darab pontot. Természetesen a programnak
ilyenkor az N értéket kell megadni R helyett, tehát a művelet paramétereinek a száma
nem lesz kevesebb, csak az egyik paraméter jelentése lesz más.

Különböző q paraméterek használatával különböző felületeket fogunk kapni. Minél
nagyobb a q értéke a sík annál magasabban helyezkedik el, hiszen annál több pontnak
kell alá kerülnie. A különféle paraméterekkel kapott felületek közötti távolság is egy fon-
tos, a pontfelhő elemzésével nyerhető leíró jellemzővé válik. Ha a pontok az illeszthető
sík feletti magasság tekintetében elszórtan helyezkednek el, a felületek közötti távolság
nagyobb lesz, míg ellentétes esetben kisebb.

Hasonló módon lehet vizsgálni a különféle q értékekkel képzett síkok merőleges irá-
nyai közötti eltéréseket. Ha a különféle paraméterekkel generált felületek érintői hasonló
irányokba mutatnak, az a pontok egyenletes eloszlására utal. Szintén meg lehet vizsgálni
azt, hogy ezek az irányok milyen viszonyban vannak egy levezetett felületmodell alapján
a 2.4.2 összefüggéssel számított hasonló értelmű jellemzőkkel.

A bemutatott módszer hátrányaként is felfogható, hogy előzetesen meg kell adni
egy önkényesen felvehető paramétert (q) arra vonatkozólag, hogy a pontok milyen ará-
nyú része kerüljön a sík alá. A pontok eloszlásának tanulmányozásával rugalmasan is
megpróbálkozhatunk megállapítani egy ilyen értéket. Létrehozhatunk M darab felüle-
tet (pozíciónként számíthatunk M darab magasságot), úgy hogy qi = i

M+1
, tehát a q

az 1
M+1

, 2
M+1

, 3
M+1

, . . . . . . , M−1
M+1

, M
M+1

értékeket vegye fel. Az így kapott magasságok
közül kiválaszthatjuk az egymáshoz legközelebb lévő kettőt, és azok átlagát vehetjük a
felület magasságának.
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7.3.1. ábra. Egy terület domborzatmodellje különféle R és q értékekkel.
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7.3.2. ábra. Különféle q paraméterekkel, R = 2 méteres sugárral számított felületek. Az
ábra bal szélén az Iszkaszentgyörgy külterületén található terület színhelyes (felül) illetve
hamis színes (alul) ortofotója látható.

7.3.3. ábra. Különféle q paraméterekkel, R = 10 méteres sugárral számított felületek. Az
ábra bal szélén az Iszkaszentgyörgy külterületén található terület színhelyes (felül) illetve
hamis színes (alul) ortofotója látható.
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7.3.4. ábra. Különféle q paraméterekkel, R = 2 méteres sugárral számított felületek. Az
ábra bal szélén a Székesfehérvár belterületén található terület színhelyes (felül) illetve
hamis színes (alul) ortofotója látható.

7.4. Alkalmazási lehetőségek
Abemutatottmódszert elsődlegesen digitális domborzatmodellek előállítására lehet hasz-
nálni LiDAR pontfelhők feldolgozásával. Előnye, hogy a terepfelszín felett a növényzeten
és a különféle tereptárgyakon keletkező pontok hatását megfelelő paraméterezéssel ha-
tékonyan kiszűri, feltéve hogy elégséges számú pont képződik a terepfelszínen.

A különféle paraméterekkel illesztett síkok magasságai közötti különbségek, illetve
az illesztett síkok merőleges irányai közötti eltérések mértéke olyan a pontfelhő pontja-
inak a vizsgált hely környezetében vett eloszlását kifejező számok, amelyek alkalmasak
lehetnek a terepfelszín jellegének a vizsgálatára, ha a multispektrális felvételek adataihoz
hasonlóan kezeljük őket.

7.4.1. Domborzatmodellek létrehozása

A bemutatott módszer bármilyen vízszintes koordinátákkal megadott pozícióhoz képes a
pontfelhő alapján egymagasságot rendelni. Ezek a pozíciók lehetnek egy szabályos négy-
zetrácsháló rácspontjai is, így egyszerűen elő lehet állítani egy GRID domborzatmodellt.
A módszerrel kapható egyéb jellemzők (például a sík lejtésére vonatkozó adatok, vagy a
különféle q ésR értékekkel kapott eredmények eltérései) alapján is hasonló módon lehet
raszter állományokat előállítani.

TIN domborzatmodellek előállítására is használható lehet a bemutatott módszer a
[70]-ben leírt módszerhez hasonlóan.
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7.4.2. Erdős és bokros területek vizsgálata

Az erdős területek esetében a pontoknak csak nagyon kis hányada képződik a terepfel-
színen. Ez komoly kihívást jelent a feldolgozóprogramok számára a domborzatmodellek
előállításakor.

Megfelelő körülmények között (kellően alacsony q érték, illetve olyan kellően nagyR
érték, hogymegfelelő számú pont kerüljön az egyes szektorokba) a bemutatottmódszer is
alkalmas arra, hogy erdős vagy bokros területeken a terepfelszín magasságát megállapít-
suk a segítségével egy tetszőleges pozícióban, így erdős területek domborzatmodelljeit
is elő tudjuk vele állítani. Fontos megjegyezni, hogy csodára ez az eljárás sem képes,
ha növényzet túl sűrű és ennek következtében nem jut elég pont a terepfelszínre, akkor
nyilván nem tudjuk megállapítani a terepfelszín magasságát. (Pontosabban az eljárás egy
attól eltérő értéket határoz meg.)

Az erdős területek domborzatának kiértékelése mellett fontos lehet a munkaterület
ilyen jellegű részeinek a pontfelhő pontjainak eloszlása alapján történő felismerése is.
Erre alkalmas lehet egy pozícióban különböző q értékekkel kapott magasságoknak és a
hozzájuk tartozó síkok dőléseinek a vizsgálata.

7.4.3. Tetők kiértékelése

A beépített területekről készült LiDAR méréseken a pontok jelentős része az épületek
tetőszerkezetén keletkezik. Ezek általában összefüggő és megközelítőleg sík felületdara-
bokból állnak. A tetők a fizikai földfelszínhez hasonlítanak abból a szempontból, hogy
alattuk már nem keletkeznek pontok, hiszen a mérésekhez használt lézerfény nem tud
áthatolni rajtuk.

A tetők kiértékelésével kapcsolatos feladatokra különösen alkalmassá teszi a bemu-
tatott módszert az, hogy a vizsgált pozícióban nem csupán egy magasságot (z0) ad meg,
hanem egy síkot illeszt a vizsgált pozíció környezetében a pontfelhő pontjaira, ami a
magasságon túl a sík irányának meghatározását is jelenti.

A létrehozott felületmodellen egymás szomszédságában elhelyezkedő, irányukat is
figyelembe véve egy síkra illeszkedő rácspontokat egy tetőidommá lehet összevonni. Az
elemzések során kihasználhatjuk, hogy a vizsgálatokat bármilyen vízszintes pozícióban el
lehet végezni, nem csak egy rácsháló rácspontjaiban, így a megfelelő részeken sűrűbben
is illeszteni lehet síkokat a pontfelhőhöz.

7.5. Amódszer gyakorlati alkalmazhatóságának vizsgá-
lata

A bemutatottmódszer tanulmányozásához egy mintaterületről rendelkezésre álló LiDAR
pontfelhőt többféle módszerrel feldolgoztam. Az érintett területen geodéziai méréseket
is végeztünk.
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7.5.1. ábra. A módszer ellenőrzése érdekében végzett geodéziai mérés pontjainak elhe-
lyezkedése a terepen.

7.5.1. A vizsgálatokhoz használt LiDAR mérések

A vizsgálatokhoz egy Székesfehérvár közelében, Iszkaszentgyörgy település területén
2008májusában a TELECOPTER cég által készített LiDARmérések adatait használtam. A
LiDARmérésekkel egy időben a területről ortofotó is készült, a 7.5.1 ábrán ezt használom
háttérként. A LiDAR mérések a E18.2280-18.3085 N47.2130-47.2495 földrajzi koordiná-
tákkal megadható, kelet-nyugati irányban körülbelül 6 kilométer, észak-dél irányban kö-
rülbelül 4 kilométer kiterjedésű területről készültek. A repülési magasság a mérés során
1400 méter volt.

A vizsgálatokhoz, a bemutatott algoritmus és az összehasonlításként alkalmazott szoft-
verek esetében is, az utolsó visszaverődésből (last echo) származó pontokat használtam.
A mérések legnagyobb magassági hibájára a felmérést végző 15 centimétert adott meg2.

7.5.2. Geodéziai mérések a tesztterületen

A módszer megbízhatóságának és az eredmény pontosságának a vizsgálata céljából geo-
déziai módszerekkel is pontokat mértünk fel a LiDAR mérések során bemutatott terület
egy részén. A mérések során a terepfelszín 195 pontját mértük fel úgy, hogy változatos
felszínborítottságú részeken legyenek. A pontok egy körülbelül 25 hektáros területen
helyezkedtek el a N47.2370 E18.2560 pont környezetében.

A mérésekhez Leica TC 407 mérőállomást és Sokkia Stratus geodéziai GNSS vevőt
használtunk. A pontok mindegyikét a mérőállomás segítségével, poláris méréssel hatá-
roztuk meg. A GNSS vevőt az álláspontok helyzetének statikus módon történő megha-
tározására használtuk. A méréseket 2015. augusztus 21-én végeztük.

2Az adatok a mérés műszaki leírásából származnak.
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A geodéziai mérések eredményét a későbbi vizsgálatokban hibátlannak fogadtuk el.
A felmért pontok vízszintes helyzetében a terepfelszín magasságának a felmért pont ma-
gasságát tekintettük, és mindent ehhez viszonyítottunk.

7.5.3. A LiDAR mérések feldolgozása más eszközökkel

A méréseket a GRASS3 program [101, 102] segítségével is feldolgoztam. Ennek során
első lépésben a v.outlier paranccsal szűrtem a pontfelhőt. A következő lépésben
a v.lidar.edgedetection paranccsal éleket kerestem a pontfelhőben, majd en-
nek segítségével a v.lidar.growing és a v.lidar.correction parancsokat
használva szűrtem tovább a pontfelhőt. Végül a v.surf.bspline paranccsal illesz-
tettem felületet a szűrt felhőre4. A GRASS program segítségével készítettem egy szűrés
nélküli felületet is. Ehhez a v.surf.bspline parancsot közvetlenül az eredeti pont-
felhőn alkalmaztam.

A LiDAR méréseket korábban a TopoSys5 szoftverrel is feldolgozták ennek az ered-
ményeit a pontfelhővel együtt készen vettem át. Az egyik ilyen adat a DTM (Digital
Terrain Model) nevet viselő állomány volt, ami a TopoSys program által az utolsó vissza-
verődésekből számított domborzatmodellt tartalmazta. Ez az állomány üres értékeket
tartalmazott azokon a helyeken, ahol a terep felszínét a program nem tudta elég meg-
bízhatóan megállapítani. Az FDTM (Filled DTM) nevű állományban ezeket a helyeket a
környező ismert felületdarabokból kiindulva kitöltötték.

7.5.4. A vizsgálatok eredménye

A különféle módon számított felszínmodellek alapján meghatároztam a magasságot a
geodéziai módszerrel felmért pontok vízszintes pozíciójában bilineáris interpoláció al-
kalmazásával (ezt a továbbiakbanHDEM -el jelölöm), majd összehasonlítottam ezt a geo-
déziai módszerrel meghatározott magasságokkal (HGEOD). Az eltéréseknek (HDEM −
HGEOD) számítottam az átlagát, a mediánját és a szórását. Számítottam továbbá az átla-

gos abszolút eltérést (
∑

|HDEM−HGEOD|
n

) és az eltérések négyzetes átlagát (
√∑

(HDEM−HGEOD)2

n
)

is.
A fenti vizsgálatok elvégzése után a 7.5.1 táblázatban található eredményeket kaptam.
A TopoSys DTM modelljénél a pontok egy része olyan helyre esett, ami a modellen

üres volt, így ott csak 158 pontban tudtam megvizsgálni az eltéréseket. A FDTM-nél
és a GRASS-os modelleknél már mind a 195 pont esetében össze lehetett hasonlítani a
kérdéses felületmodellből kapott magasságot a geodéziai méréssel meghatározottakkal.

A bemutatott módszer vizsgálatakor a magasságokat közvetlenül a vizsgált pozíciók-
ban számoltam ki, majd ezt hasonlítottam össze a geodéziai módszerrel meghatározott
magasságokkal. Mivel a módszernek két változtatható paramétere is van, ezt a vizsgála-
tot sokféle kombinációban elvégeztem.

3A program honlapja a https://grass.osgeo.org/ címen található.
4A LiDAR adatok GRASS programmal történő feldolgozását a http://www.lutraconsult-

ing.co.uk/blog/2015/04/15/filter-lidar-in-grass/ címen található leírás alapján végeztem.
5A programról a http://www.imagemaps.com/toposys.htm oldalon találhatunk információkat.
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7.5.1. táblázat. A GRASS illetve a TopoSys programokkal különféle módokon a LiDAR
pontfelhőből levezetett felületmodellek magasságainak összevetése a geodéziai mérések
eredményeivel.

GRASS TopoSys
eredeti szűrt DTM FDTM

felhasznált pontok [db] 195 195 158 195
átlag [m] 0,790 0,370 0,051 0,073

medián [m] 0,138 0,103 0,057 0,069
szórás [m] 1,379 0,827 0,162 0,150

átlagos abszolút eltérés [m] 0,790 0,395 0,101 0,104
az eltérések négyzetes átlaga [m] 1,586 0,904 0,169 0,166

7.5.2. táblázat. A különféle R és q paraméterekkel a LiDAR pontfelhőből számolt, és a
geodéziai mérésekkel meghatározott magasságok eltéréseinek átlagai. A táblázatban ta-
lálható értékek méterben értendőek.
R [m] / q 0,0055 0,0093 0,016 0,027 0,046 0,079 0,135 0,23 0,393

2,00 0,070 0,070 0,074 0,102 0,133 0,206 0,294 0,418 0,620
2,83 -0,013 -0,002 0,011 0,060 0,086 0,147 0,224 0,373 0,624
4,00 -0,067 -0,064 -0,022 -0,001 0,067 0,122 0,197 0,336 0,619
5,66 -0,075 -0,060 -0,056 -0,038 0,017 0,089 0,182 0,325 0,587
8,00 -0,096 -0,087 -0,069 -0,049 -0,013 0,045 0,144 0,283 0,543
11,31 -0,148 -0,135 -0,126 -0,104 -0,061 -0,008 0,086 0,239 0,507
16,00 -0,219 -0,203 -0,179 -0,156 -0,117 -0,058 0,028 0,170 0,482
22,63 -0,306 -0,279 -0,247 -0,211 -0,172 -0,117 -0,028 0,104 0,440
32,00 -0,425 -0,389 -0,345 -0,304 -0,259 -0,197 -0,120 0,008 0,409
45,25 -0,592 -0,549 -0,506 -0,455 -0,391 -0,313 -0,224 -0,091 0,254

A vizsgálatok során mindkét paraméter értékeit egy mértani sorozat alapján válasz-
tottammeg. A sugár esetében a sorozat kezdőeleme az 1méter volt, a szorzó pedig 8

√
2; az

értékeket centiméterre kerekítettem, a legnagyobb vizsgált sugár az R = 49, 35 volt. A
q paraméter sorozatának kezdőértéke és szorzója egyaránt 0, 875 volt; az értékeket négy
tizedesre kerekítettem, a legkisebb érték a q = 0, 0048 volt.

A vizsgálatok eredménye a fentiekből adódóan egy 40 oszlopból (q értékek) és 46

sorból (R értékek) álló táblázatban adható meg. Terjedelmi okokból a dolgozatban ta-
lálható táblázatok (7.5.2, 7.5.3, 7.5.4, 7.5.5, 7.5.6) ezeknek az adatoknak csak egy részét
tartalmazzák.

Az 7.5.2 táblázatban megfigyelhetjük, hogy a magasabb q értékeknél az eltérések átla-
ga pozitív, míg alacsonyabb értékeknél negatív tartományba fordul. Ez logikusan követ-
kezik a módszer működési elvéből, hiszen minél kisebb hányada kerül a pontoknak a sík
alá, a sík annál alacsonyabbra kerül. Az 7.5.3 táblázatban a mediánoknál is az átlagoknál
látott trend figyelhető meg.

A szórások értékei (7.5.4 táblázat) jellemzően az alacsonyabb q értékek esetén kiseb-
bek. Hogy a minimum pontosan hol található, az az R értékétől is függ. Szintén a szó-
rásoknál megfigyelt trendeket látjuk az abszolút értékek (7.5.5 táblázat) és a négyzetes
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7.5.3. táblázat. A különféle R és q paraméterekkel a LiDAR pontfelhőből számolt, és a
geodéziai mérésekkel meghatározott magasságok eltéréseinek mediánjai. A táblázatban
található értékek méterben értendőek.
R [m] / q 0,0055 0,0093 0,016 0,027 0,046 0,079 0,135 0,23 0,393

2,00 -0,010 -0,008 -0,004 0,004 0,013 0,027 0,045 0,061 0,089
2,83 -0,031 -0,025 -0,010 -0,001 0,012 0,026 0,037 0,061 0,094
4,00 -0,045 -0,039 -0,022 -0,010 -0,002 0,019 0,036 0,056 0,091
5,66 -0,050 -0,035 -0,029 -0,017 -0,005 0,008 0,029 0,053 0,092
8,00 -0,070 -0,056 -0,049 -0,042 -0,021 -0,006 0,010 0,052 0,102
11,31 -0,102 -0,091 -0,081 -0,066 -0,045 -0,026 0,001 0,045 0,099
16,00 -0,142 -0,126 -0,111 -0,098 -0,080 -0,045 -0,011 0,040 0,101
22,63 -0,217 -0,192 -0,165 -0,126 -0,099 -0,071 -0,023 0,032 0,103
32,00 -0,314 -0,279 -0,240 -0,193 -0,163 -0,103 -0,040 0,030 0,117
45,25 -0,504 -0,431 -0,369 -0,316 -0,230 -0,186 -0,097 0,021 0,151

7.5.4. táblázat. A különféle R és q paraméterekkel a LiDAR pontfelhőből számolt, és a
geodéziai mérésekkel meghatározott magasságok eltéréseinek szórásai. A táblázatban
található értékek méterben értendőek.

R [m] / q 0,0055 0,0093 0,016 0,027 0,046 0,079 0,135 0,23 0,393
2,00 0,661 0,660 0,663 0,660 0,691 0,824 0,926 1,055 1,329
2,83 0,322 0,320 0,323 0,604 0,623 0,676 0,787 0,961 1,251
4,00 0,221 0,226 0,301 0,353 0,616 0,675 0,761 0,916 1,224
5,66 0,178 0,180 0,295 0,320 0,372 0,611 0,727 0,883 1,159
8,00 0,180 0,200 0,200 0,225 0,276 0,420 0,672 0,810 1,092
11,31 0,206 0,207 0,248 0,245 0,256 0,286 0,482 0,704 1,015
16,00 0,259 0,253 0,246 0,239 0,225 0,296 0,408 0,582 0,949
22,63 0,317 0,291 0,272 0,259 0,249 0,265 0,359 0,508 0,884
32,00 0,388 0,371 0,352 0,338 0,325 0,310 0,313 0,390 0,803
45,25 0,502 0,493 0,486 0,474 0,456 0,442 0,425 0,445 0,684
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7.5.5. táblázat. A különféle R és q paraméterekkel a LiDAR pontfelhőből számolt, és a
geodéziai mérésekkel meghatározott magasságok eltéréseinek átlagos abszolút értékei.
A táblázatban található értékek méterben értendőek.

R [m] / q 0,0055 0,0093 0,016 0,027 0,046 0,079 0,135 0,23 0,393
2,00 0,172 0,172 0,175 0,180 0,199 0,253 0,329 0,440 0,632
2,83 0,114 0,113 0,116 0,151 0,163 0,210 0,274 0,408 0,642
4,00 0,105 0,107 0,109 0,121 0,159 0,194 0,254 0,380 0,644
5,66 0,105 0,100 0,115 0,129 0,146 0,181 0,247 0,373 0,617
8,00 0,117 0,117 0,113 0,120 0,132 0,177 0,237 0,340 0,580
11,31 0,160 0,153 0,155 0,149 0,148 0,151 0,199 0,316 0,555
16,00 0,227 0,213 0,198 0,186 0,167 0,170 0,195 0,280 0,550
22,63 0,311 0,286 0,260 0,232 0,208 0,195 0,203 0,265 0,543
32,00 0,429 0,396 0,354 0,320 0,288 0,251 0,228 0,266 0,571
45,25 0,596 0,554 0,513 0,468 0,415 0,367 0,328 0,324 0,520

7.5.6. táblázat. A különféle R és q paraméterekkel a LiDAR pontfelhőből számolt, és a
geodéziai mérésekkel meghatározott magasságok eltéréseinek négyzetes átlagai. A táb-
lázatban található értékek méterben értendőek.

R [m] / q 0,0055 0,0093 0,016 0,027 0,046 0,079 0,135 0,23 0,393
2,00 0,663 0,662 0,665 0,666 0,702 0,847 0,969 1,133 1,463
2,83 0,321 0,320 0,322 0,606 0,628 0,691 0,816 1,029 1,395
4,00 0,231 0,235 0,301 0,352 0,618 0,684 0,784 0,973 1,369
5,66 0,193 0,189 0,300 0,321 0,372 0,616 0,748 0,938 1,296
8,00 0,203 0,218 0,211 0,230 0,276 0,422 0,686 0,856 1,217
11,31 0,253 0,247 0,277 0,266 0,263 0,286 0,488 0,742 1,132
16,00 0,339 0,324 0,304 0,285 0,253 0,301 0,407 0,604 1,062
22,63 0,440 0,403 0,367 0,334 0,302 0,289 0,360 0,518 0,985
32,00 0,575 0,537 0,492 0,454 0,415 0,366 0,334 0,389 0,899
45,25 0,775 0,737 0,701 0,656 0,600 0,541 0,480 0,453 0,728

átlagok (7.5.6 táblázat) esetében is.
Sokféle adat tesztelésével a négyzetes eltérésre a legkedvezőbb értéket az R = 3, 67

és q = 0, 015 paraméterek mellett kaptam 0,174 méterrel, ami alig marad el a TopoSys
program FDTM modelljétől (0,166) annak ellenére sem, hogy a pontfelhőn előzetesen
semmiféle szűrési műveletet nem alkalmaztunk. Az átlagos eltérések és az eltérések me-
diánja szempontjából a módszer jelentősen jobb eredményeket tudott adni, mint amit a
TopoSys FDTM modelljéből kaptunk. Az eloszlások szemléltetése érdekében Violin-plot
típusú [72] diagramot is készítettem. (7.5.2. ábra)

Az adatokat vizsgálva megfigyelhető, hogy a szórás és a hozzá hasonlóan viselkedő
egyéb jellemzők értéke jelentősen függ a pont környezetének növényzetétől. Ezt egy
olyan mérőszámmal fejezhetjük ki amit a q = 0, 95 és a q = 0, 053 paraméterekkel
R = 4m mellett meghatározott magasságok különbségéből kapunk, és a pontfelhő vas-
tagságának is nevezhetünk.

A korábban bemutatott mérőszámokat külön-külön is kiszámíthatjuk a 40 centimé-
ternél vékonyabb, illetve a 40 centiméternél vastagabb részeken. A 40 centiméternél vé-
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7.5.2. ábra. A TopoSys FDTM modell összehasonlítása néhány különféle R és q paramé-
terrel kapott modellel. A geodéziai módszerekkel felmért pontokban tapasztalt eltérések
eloszlásai a ±1méteres tartományban. A piros vonalak a mediánokat jelölik. A diagram
Matplotlib [75] segítségével készült [6].

konyabb részekre 98, a 40 centiméternél vastagabb részekre 97 pont esett. A DTMmodell
esetében a 40 centiméternél vékonyabb területekről az összes pontot fel tudtam használ-
ni a vizsgálatokhoz, a 40 centiméternél vastagabb helyeken viszont már csak 60 pontban
állt rendelkezésre adat. A többi modellnél minden pontban el tudtam végezni az össze-
hasonlítást.

A 7.5.7 adataiból látszik, hogy megfelelően megválasztott paraméterekkel a Disc Fit-
ting eljárással más eljárásokénál jobb vagy azt megközelítő eredményeket lehet elérni.
Különösen jónak bizonyul a módszer az átlagok tekintetében.

A módszer hatékonyságának kulcseleme a paraméterek megfelelő megválasztása. Itt
megfigyelhető, hogy a kisebb q értékek a hatékonyak, viszont az alacsony arány elérésé-
hez nagyobb sugárra (R) van szükség, ami a domborzat apróbb részleteinek kinyerését
megakadályozza.

Az algoritmust eddig csak Python nyelven [133, 99, 103] implementáltam, mert így a
kutatás közben felmerült újabb és újabb ötletek egyszerűen és gyorsan megvalósíthatóak
voltak. A végleges algoritmust egy alacsonyabb szintű programozási nyelven (például
C-ben vagy C++-ban) implementálva a futásidőt és a memóriahasználatot tekintve jó-
val hatékonyabb alkalmazást lehetne létrehozni. A módszer egyik előnyös tulajdonsága,
hogy nagyon jól párhuzamosítható, mivel a síkok illesztését a létrehozandó domborzat-
modell tetszőleges számú pontjában végezhetjük egymással egy időben, közös pontfelhő
adatokra támaszkodva, de azokat nem módosítva.
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7.5.7. táblázat. A GRASS illetve a TopoSys programokban különféle módszerekkel, illet-
ve a Disc Fitting algoritmussal különféle R és q paraméterek mellett kapott magasságok
összehasonlítása a geodéziai mérések eredményével, külön kezelve a 40 centiméternél
vékonyabb illetve vastagabb pontfelhőjű területeket. A táblázatban található értékekmé-
terben értendőek.

módszer
GRASS TopoSys Disc Fitting

alap szűrt DTM FDTM
R = 2m R = 4m R = 5, 19m R = 10, 37

vastagság q = 0, 09 p = 0, 016 p = 0, 014 p = 0, 0107

< 40 cm

átlag 0,058 0,060 0,042 0,055 0,005 -0,006 -0,036 -0,054 -0,117

medián 0,062 0,061 0,048 0,048 0,002 -0,007 -0,037 -0,047 -0,094

szórás 0,079 0,070 0,158 0,070 0,055 0,056 0,061 0,080 0,145

átl. absz. elt. 0,080 0,076 0,085 0,072 0,044 0,045 0,055 0,071 0,131

elt. négyz. átl. 0,097 0,092 0,162 0,162 0,055 0,056 0,070 0,097 0,186

> 40 cm

átlag 1,467 0,683 0,064 0,091 0,471 0,281 -0,007 -0,039 -0,117

medián 0,858 0,371 0,090 0,094 0,071 0,054 -0,003 -0,012 -0,062

szórás 1,710 1,086 0,170 0,199 1,154 0,966 0,422 0,229 0,253

átl. absz. elt. 1,507 0,718 0,126 0,138 0,517 0,366 0,164 0,116 0,151

elt. négyz. átl. 2,247 1,278 0,181 0,218 1,240 1,002 0,420 0,231 0,277

7.6. További kutatási irányok
Az előző fejezetben bemutatott vizsgálatokból is egyértelműen kiderül, hogy a módszer
hatékony alkalmazásának kulcsa azR és q paraméterek megfelelő megválasztása. A vizs-
gálatok során szintén kiderült, hogy különféle jellegű területeken más és más paramé-
terek használata lehet célravezető. A javasolt eljárás jövőbeli eredményes, az elterjedt
LiDAR feldolgozó programokkal is versenyképes alkalmazásának kulcseleme, hogy ki-
dolgozzunk egy jó becslést az optimális paraméterekre, amelyek akár pontonként eltérő-
ek is lehetnek a terepfelszín adottságainak megfelelően.

Az optimális paraméterek meghatározásakor hasznos lehet a 7.5.7. táblázat kapcsán
bemutatott pontfelhő vastagság, amit ott a q = 0, 95 és a q = 0, 053 paraméterekkel
(mindkét esetben R = 4m sugár mellett) meghatározott síkok távolságaként állítottunk
elő. (A pontfelhő vastagság meghatározásának ideális paraméterei szintén érdekes ku-
tatási téma lehet…) Az optimális paraméterek felírhatóak lehetnek tapasztalati függvé-
nyekkel a pontfelhő vastagságának függvényeként, ehhez azonban a jelenleginél több
referenciamérésre lesz majd szükségünk.

Szintén több referenciamérésre lenne szükség többféle jellegű és elhelyezkedésű min-
taterületen a módszer tulajdonságainak részletesebb vizsgálatához.

Nagyon fontos lesz majd megvizsgálni azt is, hogy a bemutatott algoritmus a minél
jobb eredmény érdekében hogyan kombinálható más módszerekkel. Itt az eljárás alkal-
mazása előtt és után is szóba jöhetnek különféle szűrések.

Eddig az eljárás egy előnyös tulajdonságaként, robusztusságának bizonyítékaként
mutattam be azt, hogy a feldolgozott pontfelhőn előzőleg nem kellett semmiféle szűrést
végezni, bár a last echo adatok felhasználása akár annak is tekinthető. A jövőben érde-
mes lesz megvizsgálni, hogy az eredmények mennyivel tehetőek pontosabbá, ha előzőleg
valamilyen szűrést alkalmazunk a pontfelhőn.

A módszer alkalmazása utáni szűrések lehetőségét is érdemes lesz majd megvizsgál-
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ni. Célravezető lehet egyes területeken a magasságot inkább valamilyen interpolációs
módszerrel meghatározni a környező, a pontfelhő kiértékelése szempontjából kedvezőbb
területek magasságából kiindulva. Az összehasonlító elemzésekben használt TopoSys
FDTM modell is ilyen elven működik, az F betű jelentése „filled”, vagyis kitöltött.

7.7. Általánosítási lehetőségek
A bemutatott módszer matematikai hátterét úgy foglalhatjuk össze röviden, hogy hiba-
tűrő módon keresünk egy olyan lineáris függvényt, amivel egy kétdimenziós tér (a két
független változó) diszkrét pontjaiban megadott értékeket (a függő változó) jól tudunk
közelíteni. Ez az érték az esetünkben a magasság, a kétdimenziós teret pedig a vízszintes
koordináták határozzák meg. A diszkrét pontok a lézerszkenneres mérés pontjai, me-
lyeknek vízszintes helyzete és magassága egyaránt ismert; a hibatűrő módon illesztett
lineáris függvény pedig az a sík, amivel a terepet szeretnénk a vizsgált pont környezeté-
ben közelíteni.

Ezt a feladatot többféle módon is általánosíthatjuk. Sík helyett használhatunk valami-
lyen magasabb fokú felületet, vagy alkalmazhatjuk a módszert kettő helyett tetszőleges
dimenziójú térben is. A LiDAR adatok feldolgozására kigondolt eljárás mindkét esetben
az általánosított módszerek egy-egy speciális eseteként lesz felfogható.

7.7.1. Magasabb fokú felületek illesztése

A sík illesztésével kapcsolatban bemutatott elvet tovább lehet fejleszteni magasabb fokú
felületek illesztésére is. A vizsgált pozíció körüli, praktikusan kör alakú, területet annyi
egyenlő területű szektorra kell felosztani ahány paraméterrel az adott felület megadható,
majd feltételként kikötni, hogy valamennyi szektorban a pontok q arányának kell a felület
alá esnie.

Az illesztés menetét is a síknál bemutatott elvhez hasonlóan lehetne megoldani. A
felületet a szokásos megadási módon (például egy polinom paraméterei a 2.5.7 alapján)
túl meg lehet adni a szektorok vezérlőpontjaiban felvett magasságokkal. A két megadási
módszer között a kapcsolat megteremthető az egyik irányban az n darab paraméterrel
meghatározható felületnek a tér n darab pontjára való illesztésével, a másik irányban
pedig az n darab szektorok vezérlőpontjaiban kiszámítva a felület magasságait.

A szektorok mindegyikében meg lehet keresni egymástól függetlenül azt a magas-
ságot, ami alatt a pontok q-ad része található, majd az ezekkel a magasságokkal meg-
határozott kezdőfelülettel el lehet kezdeni az illesztés műveletét. Az egyes szektorok
vezérlőpontjainak magasságait sorban változtatjuk meg úgy, hogy az adott szektorban a
pontok q-ad része kerüljön a felület alá. Ezt a műveletet addig kell folytatni, ameddig
az összes szektorban a pontok q-ad része lesz a felület alatt, vagyis ameddig n egymást
követő lépésben változatlanul hagyjuk a vizsgált szektor súlypontjainak magasságát.

7.7.2. Általánosítás tetszőleges dimenzióra

Az általánosítás egy másik lehetősége az, hogy lineáris függvénynél maradunk, de a tér
dimenziószámát tetszőlegesnek vesszük, így kettőnél több vagy akár egy független vál-
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7.7.1. ábra. Az egységsugarú gömbben elhelyezkedő N dimenziós tetraéder csúcsainak
rekurzív meghatározásához felhasznált összefüggések szemléltetése azN = 1, azN = 2
és az N = 3 esetekben.

tozóval (7.7.2 ábra) írunk fel egy lineáris regressziót. Az ilyenfajta robusztus illesztésekre
már vannak más kidolgozott és publikált módszerek is, például a szélesebb körben hasz-
nált RANSAC (Random Sample Consensus) [58, 50] vagy a Theil-Sen becslés (Theil-Sen
estimator) [129].

EgyN dimenziós skalárteret leíró lineáris függvényN +1 paraméterrel rendelkezik,
így a módszer általánosított változatában N + 1 szektorra van szükségünk, amelyeknek
azN dimenziós térben kell elhelyezkedniük. AzN dimenziós teret úgy lehet egyszerűen
N+1 egyforma részre osztani, hogy a szektorok középpontjait egy origó középpontú,N
dimenziós tetraéder (egy dimenzióban szakasz, két dimenzióban szabályos háromszög)
csúcsaihoz rendelve határozzuk meg; majd minden pontot ahhoz a szektorhoz rende-
lünk, amelyik középpontjához (az N dimenziós tetraéder N + 1 csúcsának valamelyike)
a legközelebb helyezkedik el.

Az N dimenziós tetraéder csúcsainak koordinátáit egy rekurzív módszerrel határoz-
hatjuk meg. Az első N pontnál az első N − 1 koordináta az N − 1 dimenziós tetraéder
megfelelő koordinátainak

√
1− 1

N2 -szerese, az utolsó koordináta pedig − 1
N
. Az utolsó

pont utolsó koordinátája 1 az összes többi pedig 0. Az algoritmus rekurzív függvényhí-
vással valósítható meg, mert azN dimenziós tetraéder előállításához azN−1 dimenziós
tetraéder adataira van szükség. Az N = 0 esetben a függvény visszatérési értéke egy
olyan lista, ami egyetlen üres listát tartalmaz ([[]]), a rekurzió így itt megáll.

A szektorok középpontjai a fentiek alapján egy origó középpontú és egység sugarú
gömbön fognak elhelyezkedni. Ezzel összhangban a vizsgált pozícióR sugarú környeze-
tében elhelyezkedő pontokat is az x′ = 1

R
(x− p) transzformációnak kell alávetni, ahol

x′ a transzformált, x az eredeti pont, p pedig a vizsgált pozíció helyvektora.
Az algoritmus ezek után a korábbi, kétdimenziós esethez hasonlóanműködik. A szek-
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7.7.2. ábra. Regressziós egyenes illesztése a módszer egydimenziós változatával. A közép-
ső szaggatott vonal osztja a területet két szektorra, a pontvonalak a szektorok középpont-
jait jelölik. A piros színnel a regressziós egyenes feletti, a zöld színnel pedig a regressziós
egyenes alatti pontok vannak jelölve. Ezek száma mindkét szektorban egyforma.

torok középpontjaihoz rendelt kezdeti értékeket a szektor pontjaihoz tartozó értékek me-
diánjaként (vagy más kvantiliseként) határozzuk meg. Utána szektoronként haladva, az
utolsó után az elsővel folytatva, a kérdéses szektor minden pontjára meghatározunk egy
lineáris felületet, ami az adott pontra és a többi szektor középpontjára illeszthető, majd
ezzel a lineáris felülettel megállapítunk egy értéket a szektor középpontjára; ezeknek az
értékeknek a mediánja (vagy más kvantilise) lesz a szektor középpontjához rendelt új
érték. Ezt addig ismételjük, amíg egy körben az összes szektor középpontjához rendelt
érték változatlan marad. A változatlanság helyett a gyakorlatban érdemes egy határér-
ték (pl. 10−5) alatti változással dolgozni a kerekítési hibák okozta vergődés elkerülése
érdekében.

Az általam kidolgozott módszer több szempontból is előnyösebb az eddig publikált
megoldásoknál. A futásideje O (mN3), ahol m a pontok száma, N pedig a dimenzió-
szám; míg a RANSAC számítási igénye ezzel szemben például exponenciálisan emelke-
dik a dimenziószám növekedésekor. További előnye az általam kidolgozott módszernek,
hogy nem csupán a medián-szerűen (fele felette, fele alatta) tudja illeszteni a felületet,
hanem szükség esetén, ha a hibák eloszlása ezt indokolja (mint például a LiDAR mérések
esetében), akkor más arány is használható.

A LiDAR mérések kapcsán a most bemutatott általános módszert az N = 2 esetben
használjuk, a 7.7.2. ábra pedig az N = 1 esetet mutatja. A dimenziószám azért tűnik
eggyel kevesebbnek a vártnál, mert az egyik koordináta (a magasság) a regresszió függő
változója.

A kidolgozott eljárást angolul „Sector Based Linear Regression”-nak, rövidítve SBLR-
nek neveztem el.[7] A bemutatott algoritmust egy Python modulként implementáltam.
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8. fejezet

Fák modellezése pontfelhők alapján

A lézerszkenneres technológiákat fák felmérésére és modellezésére is fel lehet használni.
Az ilyen irányú próbálkozások egy része a fák részletes digitális modelljének létreho-
zására irányul [82], más részük csupán egyes fontos jellemzőknek, mint például a fák
magasságának [81, 104], törzsük átmérőjének [41, 92, 109, 42, 45], leveleik felületének
[73], vagy a hasznosítható faanyag térfogatának a meghatározását tűzi ki célul.

Az alábbiakban bemutatom az értekezésem 5. tézisét képező eljárást, ami lehetővé
teszi fák ágainak automatizált kiértékelését egy pontfelhő adatai alapján egy viszony-
lag egyszerű elv segítségével, gömböket illesztve az ágak egyes szakaszaira. A módszer
alapelvét a felfelé úszó buborékok ihlették, ezek lesznek az illeszkedő gömbök. Az elkép-
zelt buborék útját a pontfelhőnek az ág felületét leképező pontjai terelgetik a megfelelő
irányba. Mivel képzeletbeli buborékunk a helyzete mellett az átmérőjét is változtatni
tudja, a modellezett ágat nem csupán egy térbeli vonalláncként állítja elő, hanem meg
tudja határozni az ág átmérőjét is az egyes töréspontokban.

Fontos megjegyezni, hogy a következőkben bemutatott módszer csak a nevében ha-
sonlít a

”
Ball-Pivot Algorithm” vagy röviden BPA névre hallgató eljárásra. [38] Az a

módszer pontfelhőre illeszt felületet úgy, hogy egy képzeletbeli gömböt görget a felhő
pontjain. A létrejövő felületnek egy-egy csúcspontja lesz az eredményben a felhő min-
den olyan pontja, amelyikben a gömb megakad. Az általam javasolt módszer teljesen
eltér ettől: a pontok összességét vizsgálja (nem csak a gördülő gömbnek az útjába eső
pontokat), és az eredménye nem egy általános felület (mesh), hanem egy ág geometriá-
jának a leírása középpontok és átmérők listájaként.

Már jobban hasonlít a bemutatott módszerre a hengerek illesztésén alapuló eljárás.
[108] Ettől az általam javasolt módszer abban tér el, hogy henger helyett gömböt használ
az illesztéshez, ami a hengernél kevesebb paraméterrel írható le, így kevesebb lehetőséget
kell megvizsgálni a kiértékelés során a következő pozíció keresésekor.

8.1. A gömb illesztése
A módszer kulcseleme a gömb illesztésére használt függvény. Ez egy az illeszkedés mér-
tékét jelző számot ad visszatérési értékként, ami azt fejezi ki, hogy a pontfelhőre mennyi-
re illeszkedik egy adott helyzetű és méretű gömb.
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8.1.1. A gömb illesztésének alapelve

Minél jobban illeszkedik a gömb a pontfelhőre, a gömb illeszkedését meghatározó függ-
vény annál nagyobb számot ad visszatérési értékként.

gömb illeszkedés = f (pontfelhö, gömb (x, y, z, R) , [egyéb paraméterek]) (8.1.1)

A gömbnek négy paramétere van: a középpontját három adat segítségével adhatjuk
meg (x, y és z), a negyedik paraméter pedig a gömb sugara (R). Az illeszkedés függvényé-
nek paramétere természetesen még maga a pontfelhő, és rendelkezhet további paraméte-
rekkel is, amelyek befolyásolhatják az illeszkedés tulajdonságait. Ilyen további paraméter
lehet például a módszer érzékenysége a gömbre nem pontosan illeszkedő pontokra.

Többféle függvényt is használhatunk erre a feladatra. A módszerek egyik csoport-
ja (amiket a továbbiakban egyszerű függvényeknek fogok hívni) kizárólag a pontfelhő
pontjainak az illeszkedő gömb középpontjától mért távolságait vizsgálja az illeszkedés
adatainak meghatározásához. Egy másik csoportba sorolható, a továbbiakban összetett
függvényeknek hívottmódszerek figyelembe vesznek további, a pontok elhelyezkedésére
vonatkozó adatokat is az illeszkedést kifejező szám meghatározásához.

8.1.2. Egyszerű függvények

Az egyszerű függvényeknél definiálunk egy az illeszkedést pontonként vizsgáló függ-
vényt, majd ennek a függvénynek a pontfelhő pontjaira kapott visszatérési értékeit össze-
gezzük.

gömb illeszkedés =
∑

pont illeszkedés (8.1.2)

A pontonkénti illeszkedés vizsgálatához a pont elhelyezkedéséből kizárólag az illesz-
kedő gömb középpontjától mért távolságát használjuk fel a függvény visszatérési érté-
kének számításához.

pont illeszkedés = f (d,R, [egyéb paraméterek]) (8.1.3)

Az illeszkedő gömb középpontjától mért távolságon (d) túl még a gömb sugarára R
is szükségünk van a pontonkénti illeszkedés mérőszámának meghatározásához. A pont
illeszkedését kifejező érték a maximumát akkor veszi fel, amikor a pont a gömb felszínén
található, vagyis a d és azR számok egyenlőek. Ha a d értéke jóval nagyobbR-nél, akkor
függvénynek nulla értéket kell adnia, hogy a pontfelhő távoli pontjai ne befolyásolják az
illesztés eredményét. Az R-nél jelentősen kisebb értékek esetében negatív visszatérési
értékeket alkalmazunk, hiszen az ágak belsejében a lézerszkenneres felmérés során nem
jöhettek létre pontok. A negatív visszatérési érték egyfajta büntetés a rossz illeszkedések
elkerülése érdekében.

A fenti feltételeket sokféle függvény ki tudja elégíteni. Példa egy ilyen függvényre:
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8.1.1. ábra. A 8.1.4 szerinti pontilleszkedés függvénye grafikonnal ábrázolva. A d a pont
távolsága a gömb középpontjától, az R a gömb sugara, a c pedig az illeszkedés tűrése. A
gömb illeszkedésének mérőszáma a pontonkénti értékek összegéből állítható elő.

pont illeszkedés =


−1 ha d 5 R− 2c
d−R+c

c
ha R− 2c < d 5 R

R−d+c
c

ha R < d 5 R + c

0 ha R + c 5 d

(8.1.4)

A képletben az R és a d értékek mellett előfordul egy c paraméter is. Ez a konstans
szám határozza meg az illeszkedés vizsgálatának tűrését, azt hogy mekkora legyen d-
nek az a maximális eltérése az R-től, aminél a függvény még pozitív értéket ad vissza. A
függvény a maximális,+1 értékét a d = R helyen veszi fel, innen lineárisan esik azR−c
és azR+c pontokban visszaadott 0 értékek felé. A d > R+c esetben ez az esés ittmegáll,
de a R − 2c < d 5 R tartományban még folytatódik a−1 értékig, aminél kevesebb már
a d 5 R − 2c tartományban sem lesz. A függvényt grafikonon is ábrázolhatjuk (8.1.1
ábra).

A c értékét az ág keresztmetszetének alakjától (mennyire tér el a körtől) és az ág
felületének érdességétől (mennyire tér el a sima felülettől) függően kell felvenni úgy,
hogy az ág felszínéhez tartozó pontok pozitív értékeket adjanak.

A bemutatott függvényen túl még számos más megoldás létezhet, hogy az egyszerű
illeszkedés során a pont illeszkedésének értékét meghatározzuk. Az 8.1.3 ábra két ilyen
lehetséges függvényt is bemutat.

8.1.3. Összetett függvények

Az összetett függvények nem csak egyenként vizsgálják a felhő pontjainak elhelyezke-
dését, hanem figyelembe veszik azok térbeli eloszlását is. Erre azért lehet szükség, mert
enélkül egy sűrűbb felületet csak érintő gömbre is ugyanolyan magas értékeket kapha-
tunk, mint egy ritkább felületre jól illeszkedőre, amire egy példát a 8.1.4 ábrán láthatunk.

Az illeszkedő pontok eloszlásának figyelembe vételére egy viszonylag egyszerű mód-
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8.1.2. ábra. Az illeszkedő gömb és a pontfelhő pontjainak egy tipikus elhelyezkedése sík-
ban szemléltetve. A folyamatos szürke vonal ábrázolja a gömböt. A szaggatott szürke
vonalak határolják azt a területet amely pontjaihoz pozitív illeszkedési értékek tartoz-
nak. A belső szaggatott vonalon belül az illeszkedési érték negatív, a külső szaggatott
vonalon kívül pedig nulla.

8.1.3. ábra. Néhány egyéb a pontok illeszkedésének leírására használható függvény. Az
alapelv ugyanaz, mint a 8.1.1 ábrán bemutatott függvény esetében: az érték maximuma
az d = R helyen van, attól távolodva csökken; kifelé a nulláig, befelé pedig a negatív
tartományba is átcsap.
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8.1.4. ábra. Egy példa pozitív illeszkedési értéket adó hibás elhelyezkedésű gömbre, és
egy vele azonos illeszkedési értéket adó jó illeszkedésre egy ritkább pontfelhő esetén. A
hibás illeszkedések egy tipikus esete, amikor a gömb kívülről érintkezik az ággal. Ilyen-
kor, mivel a gömb belsejébe nem kerülnek pontok, a gömb illeszkedési értéke nem lesz
negatív.

8.1.5. ábra. Egy példa összetett illeszkedési függvényre. A korábbiakban megismert pon-
tonkénti illeszkedési értékeket szektoronként összegezve és a legkisebb értékű szektornál
kapott eredményt véve végeredménynek elkerülhető az a probléma, hogy egy rosszul il-
leszkedő gömb a pontfelhő sűrűbb részein jobb eredményt adjon, mini egy jól illeszkedő
egy ritka részen.

szer lehet, ha gömböt szektorokra osztjuk, és a pontonkénti illeszkedéseket szektoron-
ként összegezzük, majd a gömb illeszkedésének mérőszámaként a szektoronkénti össze-
gek közül a legalacsonyabbat választjuk ki. (8.1.5 ábra)

Meg kell jegyezni, hogy a későbbiekben, az ágak illeszkedő gömbök segítségével tör-
ténő követése során egymáshoz közeli illeszkedő gömböket hasonlítunk össze, így a pont-
felhő sűrűségének változása nem lesz jelentős. A 8.1.5 ábrán bemutatotthoz hasonlómód-
szerekre elsősorban azért van szükség, hogy megakadályozzuk az illeszkedő gömbnek az
ág külső felületére kerülését.

8.2. Az ágak követések

8.2.1. Az ágak követésének alapelve

A gömb illesztésével olyan pontokat tudunk keresni, amelyek a fa valamelyik ágának a
tengelyvonalának a pontjai lehetnek. A gyakorlatban egy fának vagy annak egy ágának
a teljes geometriáját szeretnénk kiértékelni. Ez egymást követő jól illeszkedő gömbök
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8.2.1. ábra. Egy ág következő (i indexű) töréspontját meghatározó illeszkedő gömb ke-
resésének alapelve. Az előző és az azt megelőző pozíció közötti vektor lesz az előzőből
a keresett pontba mutató vektor előzetes értéke. Ennek a pozíciónak a környékén kell
megkeresni a lehető legjobban illeszkedő gömböt. A gömb középpontjának térbeli hely-
zetén túl ilyenkor a gömb sugarát is változtatjuk. A gömb sugarának előzetes értéke
megegyezik az előző illeszkedő gömb sugarával.

sorozatával oldható meg. A gömbök középpontjai megadják az ág alakját, a gömbök
átmérőivel pedig az ágnak az egyes helyeken vett átmérőit is megkapjuk. Az ágak ke-
resztmetszetei sokfélék lehetnek [107], de a gömböt általában jól lehet illeszteni minden
alakhoz, természetesen a kör keresztmetszethez a legjobban.

Az illeszkedő gömbök sorozatának megkereséséhez szükségünk van egy kezdőpont-
ra és egy kezdőirányra. Ezt követően az ág alakját meghatározó további illeszkedő göm-
böket már automatikusan meg tudjuk határozni a legjobb soron következő illeszkedés
megkeresésével.

A soron következő gömböt az előző gömbtől egy meghatározott távolságra keressük,
amit a továbbiakban D-vel fogunk jelölni. Ez a megkötés eggyel csökkenti az illeszkedő
gömb elhelyezkedésének szabadságfokát, mivel a középpontja már csak egy két dimen-
ziós felületen (egyD sugarú gömb felszínén) mozoghat. A távolság lehet egy előre meg-
adott fix érték, vagy meghatározható az előző illeszkedő gömb sugarának arányában is,
például Di =

Ri−1

4
.

8.2.2. Algoritmus az ágak követésére

A keresést érdemes az előző két illeszkedő gömb által meghatározott irányban, a legel-
ső esetben a megadott kezdőirányban, kezdeni. A keresés során nem csak a gömb kö-
zéppontjának helyzetét (amit a továbbiakban az s̄i helyvektorral jelölünk, ahol az alsó
indexben szereplő i határozza meg, hogy az ág alakját leíró pozíciósorozat hányadik ele-
méről van szó) , hanem a sugarát (amit az előzőhöz hasonló elven Ri-vel fogunk jelölni)
is változtatni kell.

Az i indexű illeszkedő gömb keresése során tehát egy előrejelzett illeszkedő gömb
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környezetében érdemes a keresést elkezdeni. Ennek a paramétereit (a középpont koordi-
nátái mellett a gömb sugarát is) az i−2 és az i−1 indexű illeszkedő gömb paramétereiből
lehet megállapítani. Ehhez az előrejelzett pozícióhoz képest a legjobban illeszkedő gömb
helyzetét egy korrekciós vektorral tudjuk megadni. (8.2.1 ábra) Az i− 1 indexű pontból
az i indexű pontba mutató előzetes előrejelzett vektort a d̄′i = s̄i−1 − s̄i−2 képlettel tud-
juk kiszámítani, majd a d̄i = d̄′i

D∣∣d̄′i∣∣ összefüggés alkalmazásával gondoskodunk róla, hogy
az előrejelzett vektor hossza pontosan a kívánt szakaszhosszúsággal egyezzen meg. (A
gömb középpontjának előrejelzett helye ekkor s̄′i = s̄i−1 + d̄i) Hasonló módon számít-
hatunk egy előrejelzett sugarat is az R′

i = 2Ri−1 − Ri−2 módon, vagy vehetjük azt az
előző sugárral megegyezőnek: R′

i = Ri−1.
A korrekciós vektor előállításához első lépésben kiszámítunk két egymásra és az elő-

rejelzett pontba mutató d̄i vektorra is merőleges vektort (a továbbiakban āi-val és b̄i-vel
jelöljük őket), melyek hosszát az előző gömb sugarának hányadosaként határozzuk meg:
|āi| =

∣∣b̄i∣∣ = H ·Ri−1 , ahol H értéke például 0, 01 vagy 0, 005 lehet.
Ehhez először számítani kell az ā′i = d̄i × ḡ vektort, ahol ḡ egy tetszőleges, a d̄i-vel

nem párhuzamos vektor (d̄i ∦ ḡ). A gyakorlatban ḡ-nek egy olyan egységvektort lehet
alkalmazni, amelyiknek az a koordinátája 1, amelyik koordinátája a d̄i-nek a legkisebb, a
többi koordinátája pedig 0. A következő lépésben a b̄′i = d̄i × ā′i vektort kell kiszámítani.

A vektoriális szorzat tulajdonságainak köszönhetően a d̄i, az ā′i és a b̄′i vektorok me-
rőlegesek lesznek egymásra. Az āi = ā′i

H∣∣ā′i∣∣ és a b̄i = b̄′i
H∣∣b̄′i∣∣ képletekkel számíthatóak a

keresés során használni kívánt lépésközzel megegyező hosszúságú vektorok.
Az āi és a b̄i vektorok egész számú többszöröseinek összegeként áll elő a korrekció

vektora: mxāi +my b̄i. A következő illeszkedő gömb középpontjának helyvektora a kö-
vetkezőképpen számítható: si = si−1 + di +mxāi +my b̄i.

Az mx és my számokat a gömb illeszkedését leíró szám maximalizálásával határoz-
zuk meg. A maximális érték meghatározásakor még egy mR számot is meghatározunk,
aminek segítségével az illeszkedő gömb sugarát tudjuk kiszámítani: Ri = R′

i +H ·mR.
Az ág követésének algoritmusát a következőképpen foglalhatjuk össze:

Lépés1.0 A kezdeti értékek beállítása: i = 1, s̄0 a gömb kezdeti pozíciójának helyvek-
tora, R0 a gömb kezdeti sugara. R−1 = R0 és s̄−1 = s̄0 − ē, ahol ē a kezdeti irányt
meghatározó vektor.

Lépés1.1 Az F = F0 = gömbilleszkedés (s̄0, R0) érték számítása.

Lépés1.2 A D és H paraméterek meghatározása, amennyiben azok nem függenek az
előző illeszkedő gömb sugarától.

Lépés2.1 A D és H paraméterek meghatározása, amennyiben azok az előző illeszkedő
gömb sugarától függően lettek meghatározva.

Lépés2.2 A d̄ vektor számítása: d̄′ = s̄i−1 − s̄i−2, majd d̄ = d̄′ D∣∣d̄′∣∣ .

Lépés2.3 A ḡ vektor meghatározása: ḡ =


[1, 0, 0] dx 5 dy és dx 5 dz

[0, 1, 0] dy < dx és dy 5 dz

[0, 0, 1] dz < dy és dz < dy
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Lépés2.4 Az ā′ = d̄ × ḡ és a b̄′ = d̄ × ā′ majd az ā = ā′ H
|ā′| és a b̄ = b̄′ H∣∣b̄′∣∣ vektorok

számítása.

Lépés2.5 Az mx = my = mR = 0, az R′
i és a F = gömbilleszkedés

(
s̄i−1 + d̄, R′

i

)
kezdeti értékeinek beállítása illetve számítása.

Lépés3.1 Számítsuk azFp,m = gömbilleszkedés
(
s̄i−1 + d̄+ (mx ± 1) ā+my b̄, R

′
i +mRH

)
értékeket. Keressük meg az F , Fp és Fm értékek közül a legnagyobbat. Ha az Fp a
legnagyobb, akkor legyenmx = mx+1 és F = Fp. Ha az Fm a legnagyobb, akkor
legyenmx = mx − 1 és F = Fm.

Lépés3.2 Számítsuk azFp,m = gömbilleszkedés
(
s̄i−1 + d̄+mxā+ (my ± 1) b̄, R′

i +mRH
)

értékeket. Keressük meg az F , Fp és Fm értékek közül a legnagyobbat. Ha az Fp a
legnagyobb, akkor legyenmy = my +1 és F = Fp. Ha az Fm a legnagyobb, akkor
legyenmy = my − 1 és F = Fm.

Lépés3.3 Számítsuk azFp,m = gömbilleszkedés
(
s̄i−1 + d̄+mxā+my b̄, R

′
i + (mR ± 1)H

)
értékeket. Keressük meg az F , Fp és Fm értékek közül a legnagyobbat. Ha az Fp

a legnagyobb, akkor legyen mR = mR + 1 és F = Fp. Ha az Fm a legnagyobb,
akkor legyenmR = mR − 1 és F = Fm.

Lépés4 Ha a Lépés3.x során azmx,my vagy azmR paraméterek bármelyike megválto-
zott, akkor lépjünk vissza a Lépés3.1-re.

Lépés5 Számítsuk ki az s̄i = s̄i−1 + d̄i +mxā +my b̄ és az Ri = R′
i +mRH értékeket,

majd léptessük az i értékét: i = i+ 1.

Lépés6 Az F < F0p feltétel és egyéb esetleges befejezési feltételek vizsgálata. Ha telje-
sül a befejezési feltétel, akkor befejezzük az ág kiértékelését, ha nem akkor lépjünk
a Lépés2.1-re.

Az algoritmus lefutása után egy listában a rendelkezésünkre állnak az ág töréspontjainak
helyvektorai (s̄0, s̄1, s̄2, . . . , s̄i−1) és az ezekhez tartozó sugarak (R0, R1, R2 . . . , Ri−1)
adatai. A kiértékelés eredményéből kimarad a listák −1 indexű eleme, mert ez csupán
egy fiktív, a Lépés1.0 során számított elem, aminek a szerepe abban van, hogy a későbbi
lépésekben, amikor az i = 1 indexel kezdődően a soron következő illeszkedéseket keres-
sük, mindig legyen a listának i− 1 és i− 2 indexű tagja. Kihagyjuk továbbá az utolsó, i
értékű indexszel jelölt elemet is, mert arra már teljesült a befejezési feltétel.

Természetesen, ha a −1-es index egy adott implementációban problémát okoz (mert
nem lehet nullánál kisebb indexű elem, vagy mert a negatív indexeket a lista végétől
kezdődő számozásra használják a kérdéses programozási nyelvben), akkor az elemek in-
dexelését eggyel el kell tolni az itt bemutatotthoz képest. Ekkor az 1-es indexet fogja
kapni a kezdőpont, a 0 indexet a kezdőpontot megelőző fiktív pont, a soron következő
illeszkedő gömb keresése pedig az i = 2 indexel fog kezdődni. Ebben az esetben a kere-
sés eredménye is nyilvánvalóan az s̄1, s̄2, s̄3, . . . , s̄i−1 és azR1, R2, R3 . . . , Ri−1 adatok
lesznek.
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8.2.3. A befejezési feltétel

Az algoritmusműködése szempontjából fontos, hogymeg kell határoznunk egy befejezé-
si feltételt, aminek teljesülése a további illeszkedő gömbök keresésének megállítását és az
eljárásból való kilépést fogja eredményezni. Ezzel a feltétellel azt kell az algoritmusnak
detektálnia, hogy a keresés a kiértékelendő faágnak a végéhez érkezett.

A legegyszerűbb esetben azt figyeljük, hogy a soron következő gömbre kapott illesz-
kedési érték alacsonyabb-e az F0-al jelölt kezdeti érték egy bizonyos hányadánál, amit
p-vel jelölünk. Például ha a kezdő illeszkedési érték 10 százalékáig akarjuk folytatni a
keresést, akkor p = 0, 1.

Az illeszkedési értéknek a kezdeti érték egy bizonyos hányadosa alá csökkenése mel-
lett érdemes lehet más befejezési feltételeket is meghatározni. A bemutatott módszer
alapján elkészített program tesztelése során tapasztaltam, hogy az illeszkedő gömb a ke-
resés során hajlamos mintegy visszapattanni, vagyis miután egy helyen megfordul, az
eredeti útvonal irányával ellentétesen is végighaladni az ágon. Ennek az esetnek az elke-
rülése érdekében befejezési feltételként határozhatjuk meg azt is, ha a következő gömb
iránya (az s̄i − s̄i−1 vektor) ellentétes irányú lesz a kezdeti iránnyal (amit korábban ē-
vel jelöltünk). Ez a helyzet akkor áll fenn, amikor a két vektor skalárszorzata negatív
eredményt ad, vagyis az ē · (s̄i − s̄i−1) < 0 feltétel igaz.

8.3. A módszer gyakorlati megvalósítása
Az előzőekben bemutatott algoritmus alapján annak a működés közben való tanulmá-
nyozására alkalmas programokat készítettem. Ezek közül a legfontosabb az algoritmust
is implementáló C++ program volt, aminek az elkészítéséhez a QtCreator1 4.7.2 integrált
fejlesztő környezetet és a GCC2 4.5.2 fordítót használtam.

A program támaszkodik a PCL3 1.5.1-es változatára [114]. Ezzel a nyílt forráskódú
pontfelhő kezelő programozói könyvtárral oldottammeg a pontfelhők beolvasását és be-
olvasás utáni tárolását a memóriában egy nyolcasfa (octree) index [97] alapján (a PCL
támogatja még a Kd-fa indexet [35] is), valamint a gömb illeszkedések értékeinek számí-
tásához szükséges pontgyűjtő lekérdezéseket.

Az egyik fontos, az elkészített program által megvalósított függvény kiszámítja egy
gömb (középpont, sugár, valamint az illeszkedés tűrését megadó c paraméter) illeszke-
dését egy PCL pontfelhőhöz. Ez a függvény egy különálló, más programokból könnyen
használható, sphfitlib nevű könyvtárba került.

A különféle, az ágak követését megvalósító programok (azért használok többes szá-
mot, mert a kutatásaim során többfélemegoldást is kipróbáltam) azsphfitlib könyv-
tárra támaszkodva egyszerűen ki tudták számítani egy tetszőleges gömb illeszkedési ér-
tékét egy PCL pontfelhőre. Ezeknek a karakteres felületen futtatható programoknak a
kimenete egy egyszerű CSV állomány, amelynek az egyes soraiba kerültek az egymás

1A program honlapja a http://wiki.qt.io/Qt_Creator/hu címen érhető el.
2A GCC egy C, C++ és még több másik programozási nyelv fordítására alkalmas nyílt forráskódú fordí-

tóprogram, neve a GNU Compiler Collection rövidítéséből ered. A program honlapja a https://gcc.gnu.org/
oldalon érhető el.

3A PCL (Point Cloud Library) projekt honlapja a http://pointclouds.org/ címen érhető el.
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8.3.1. ábra. Az illeszkedő gömbök elhelyezkedése a pontfelhőn (bal oldalt, piros színű
körökkel jelölve), és a gömbök pozícióinak és átmérőinak adatsorából generálható felület
(jobb oldalt, kék színnel ábrázolva).

8.3.2. ábra. Az illeszkedő gömbök sorozatának adataiból generált felület a gyakorlatban.
A felülethálóbanminden egyes illeszkedő gömbhöz egy a gömb sugarával arányosméretű
szabályos sokszög tartozik. A felületháló az egymást követő sokszögekmegfelelő csúcsait
összekötve jön létre.

után következő illeszkedő gömbök adatai. (A gömbök középpontjai és sugarai mellett
megtalálhatóak ezekben a fájlokban az illeszkedési értékek is.)

A keresés eredményének grafikus megjelenítésére külön programokat készítettem.
Ezek közül az egyik poligonhálót generál a kiértékelt ághoz a gömbök középpontjai és
sugarai alapján a 8.3.1 ábrán bemutatott elvnek megfelelően, ami így már felületként is
jól megjeleníthetővé válik, mint az a 8.3.2 ábrán megtekinthető.

Egy másik program az ágak gömb illesztéssel való kiértékelését egy animáción ke-
resztül teszi szemléletessé. A gömb az animáció egyes képkockáiban a keresés egyes
lépéseiben megkapott helyen és sugárral jelenik meg.

Minkét esetben a Blender4 programot használtam amegjelenítéshez. A CSV állomány
adatait az adott megjelenítési formának megfelelő objektumokká (poligonhálóvá, illetve
animált gömbbé) alakító programok is részben a Blender alatti alkalmazásfejlesztési le-

4A program honlapja a https://www.blender.org/ címen érhető el.
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8.3.3. ábra. Az illeszkedő gömb megjelenítése animálva a Blender programban. A jobb
oldalon látható annak a Python szkriptnek a forráskódja, amelyik egy CSV állományból
beolvasva az ághoz tartozó illeszkedő gömbök adatait, majd hozzáadja az ennek megfe-
lelő animált gömböt a színtérhez. A pontfelhő a színtérben egy csupán csúcsokkal ren-
delkező mesh objektum. A pontfelhő pontjainak számát csökkentettem a hatékonyabb
megjelenítés érdekében.
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hetőségek kihasználásával, Python nyelven készültek.

8.4. Továbbfejlesztési lehetőségek
A gyakorlati alkalmazhatóság szempontjából komoly előrelépést jelentene a kiindulá-
si adatok (a kezdő gömb középpontja, sugara és a keresés kezdeti iránya) automatikus
megkeresése. Szintén fontos lenne a fák automatizált, a gyakorlatban is jól használható
módon történő kiértékelése szempontjából az ágak elágazásainak automatikus detektá-
lására egy jól működő módszert kidolgozni. Ez is alapulhatna a gömb illesztésén, viszont
ilyenkor a korábbiaktól lényegesen eltérő irányban és sugárral kellenemegtalálni a leága-
zó elemeket. Az illeszkedő gömbök keresése egy genetikus algoritmussal is megoldható
lenne.

A gépi tanulásnak a fák adatainak pontfelhőből történő kiértékelésénél is létjogosult-
sága van. A [66] például egy a pontfelhőknek az egyes fákhoz tartozó szegmenseit deep
learningmódszer segítségével leválogató eljárást mutat be. Az illeszkedő gömböket hasz-
náló módszer is kombinálható lehet deep learning eszközökkel, ha az illeszkedési értékét
egy mesterséges neurális hálózaton alapuló regresszióval határozzuk meg. A mestersé-
ges neurális hálózatok térinformatikai alkalmazására többféle hazai példát lehet találni;
korábban eredményesen használták már multispektrális felvételek feldolgozására [26],
koordináta-transzformációkra [27] és objektumok felismerésére [31] is.

Az illeszkedő gömb ideális paramétereinek meghatározása genetikus algoritmus se-
gítségével is történhet. A gömb illeszkedésének függvénye által adott szám értelemsze-
rűen alkalmazható lenne egy egyed életképességét meghatározó értékként.

A fákról készült pontfelhők feldolgozásának a jövőben komoly szerepe lehet a precí-
ziós mezőgazdaságban is, például gyümölcstermesztésben a metszés automatizálásához
elengedhetetlen lesz, hogy a műveletet vezérlő számítógép rendelkezzen a metszendő fa
valamilyen térbeli modelljével. [23, 22, 21, 19, 25, 20, 18]
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9. fejezet

Összefoglalás

Az értekezésem, annak címével összhangban, a digitális domborzatmodellekkel és pont-
felhőkkel kapcsolatos, a terep modellezésében valamilyen formában hasznosítható kuta-
tásaim eredményein alapul. Ezek ismertetése mellett igyekeztem az érintett témákat a
terjedelmi korlátokhoz mérten a lehető legjobban bemutatni úgy, hogy a dolgozat egésze
minél egységesebb legyen.

A bemutatott kutatásaim során nyert új eredményeket öt darab tézisben foglalhatjuk
össze a következőképpen:

1. tézis: Domborzatmodellek tárolásához használható
indexelési módszerek kifejlesztése

1/a. altézis: Piramis index alkalmazása szélsőértékekkel GRID tí-
pusú domborzatmodellekhez kapcsolódóan

A piramis indexeket elsősorban nagyméretű raszter állományok megjelenítésekor alkal-
mazzuk azért, hogy a képnek a kisebb felbontásban történő megjelenítése hatékonyabb
legyen a külön eltárolt 1/2, 1/4, stb. felbontású képeknek köszönhetően, amelyek raszterei
ilyenkor a hozzájuk tartozó terület értékeinek átlagát szokták tartalmazni.

Ha egy ilyen piramis indexet egyGRID típusú domborzatmodell esetében (ami ugyan-
úgy számok kétdimenziós tömbje, mint egy raszter állomány) alkalmazunk úgy, hogy az
átlag helyett a legnagyobb és a legkisebb előforduló magasságot tároljuk, akkor az in-
dex segítségével az egyes felületdarabok befoglaló téglalapjaihoz jutunk. Ezeket a be-
foglaló téglalapokat számos a domborzatmodellel kapcsolatban végezhető művelet során
felhasználhatjuk.

A 4.1 részben bemutatott témával kapcsolatban 2007-ben [1] és 2016-ban [5] jelentek
meg publikációim.

1/b. altézis: TIN domborzatmodellek elemeinek indexelése 2+1 di-
menziós R-fa index segítségével

Az R-fa index egy jól bevált és széleskörűen alkalmazott indexelési eljárás többdimenziós
térbeli kiterjedéssel rendelkező adatok tárolásakor. Sokféle változata létezik, de mind-
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egyik működésének alapja, hogy a túltelítődő csomópontokat kettévágva illeszti be a
szülő csomópontba. A vágás bonyolultsága és számításigénye más tényezők mellett a
dimenziószámtól is függ.

A TIN modell elemeit alapesetben egy háromdimenziós R-fa index segítségével le-
het indexelni, ez viszont pazarló megoldás, mert a háromszögháló kiterjedése vízszintes
irányban nagyságrendekkel nagyobb, mint függőlegesen. Nem lenne viszont célravezető
az sem, ha a háromszögháló elemeit csak vízszintes helyzetük alapján, két dimenzióban
indexelnénk, mert egyes műveleteknél a befoglaló téglatestre is szükségünk lehet. Az
általam javasolt 2+1 dimenziós R-fa index lényege, hogy a csomópontok vágásánál csak
a vízszintes helyzetet veszi figyelembe, de ettől függetlenül három dimenzióban számít-
ja a befoglaló téglatesteket. Ezzel a csomópontok vágásának számításigénye is csökken,
valamint az így kialakított index szerkezete is kedvezőbb lesz.

A 4.2 részben bemutatott témával kapcsolatban 2007-ben publikációm jelent meg [1].

2. tézis: Egy területen belüli lejtésviszonyok eloszlásá-
nak ábrázolása diagram segítségével
Egy terület mezőgazdasági hasznosíthatóságát annak lejtésviszonyai is nagyban befo-
lyásolják, vagyis hogy a terepfelszín milyen irányban és mennyire lejt. Ha egy nagyobb
kiterjedésű területről van szó, akkor azon belül különféle lejtésviszonyú részek fordul-
hatnak elő, melyeknek eloszlását lehetőleg minél szemléletesebben kell ábrázolni.

Az általam javasolt megoldás egy olyan diagramon ábrázolja a területek kitettségét,
amelynek alapja egy poláris koordináta-rendszer. Ennek középpontja a vízszintes terüle-
teket jelenti, a többi pontja esetében pedig az irány az esésvonal irányával egyezik meg,
a távolság pedig a lejtéssel arányos. Ezen a diagramon pontsűrűséggel vagy színfokoza-
tokkal jeleníthető meg a lejtésviszonyok eloszlása. A diagram koordináta-rendszerében
akár az egyes növények számára optimális lejtésviszonyokat is lehatárolhatjuk.

A 5. fejezetben bemutatott eredményeimmel kapcsolatban 2016-ban [4] és 2017-ben
[3] jelentek meg publikációim.

3. tézis: Terepszerkezeti formák felismerése az irány-
szög szerinti magasságkülönbségekre illesztett Fourier-
sor együtthatóinak vizsgálatával
A terepszerkezeti formák elkülönítésére kidolgozott klasszikus algoritmusok általában
azon az elven működnek, hogy a vizsgált ponttól bizonyos távolságban különböző irá-
nyokban figyelik a terepfelszín magasságának különbségét a vizsgált ponttól, valamint
körbe haladva számolják, hogy ez az érték hányszor vált előjelet. Az általam javasolt
módszer az előzőekhez hasonlómagasságkülönbségekre az irányszög alapján egy Fourier-
sort illeszt, majd ennek paraméterei alapján von le következtetéseket a terepszerkezeti
formákra vonatkozóan.
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A Fourier-sor paramétereiből kiindulva többféle a terepszerkezeti formákkal kapcso-
latos merőszámra tettem javaslatot. A javasolt mérőszámok között vannak olyanok, ame-
lyek fuzzy-alapú elemzésekre alkalmasak (6.3 rész).

A 6.2 részben bemutatott módszer alapjait a [2]-ben ismertettem, további kutatási
eredményeim publikálása a témában folyamatban van.

4. tézis: Felületmodell létrehozása pontfelhők alapján
az alulról érintő korongok módszerével
Egy (jellemzően LiDAR mérésekből származó) pontfelhőhöz azon az elven rendelünk
egy vízszintes (két koordinátával adott) pozícióban egy korongot (síkot), hogy a teret
három egyenlő részre osztjuk, majd a síkot úgy helyezzük el, hogy a vizsgált pont adott
sugarú környezetében mindhárom harmadban egyenlő, előre meghatározott arányban
kerüljenek a sík alá a pontfelhő pontjai.

Ennek az aránynak a medián általánosításaként adódó 50 százaléknál jóval kisebb
értéket célszerű felvenni, mert a pontfelhőnek rengeteg pontja képződik a terepfelszín
felett (fákon, bokrokon, stb.), ellenben csak mérési hiba folytán kerülhetnek pontok a
terepfelszín alá. Ezért hívhatjuk az eljárást alulról érintő korongok módszerének is.

Ezzel a Fitting disc method-nak elnevezett módszerrel nem csupán egy magasságot
kapunk, hanem az illesztett sík lejtése alapján a terep lejtésére is rendelkezésre fog állni
adat. További lehetőség a pontfelhők eloszlásának vizsgálata, aminek egyik módszere
lehet a különféle arányok mellett kapott síkok adatainak összevetése. A javasolt módsze-
rekre programokat fejlesztettem, majd a LiDAR adatok feldolgozásával nyert magassági
adatokat geodéziai ellenőrző mérésekkel összevetve vizsgáltam az eljárás megbízhatósá-
gát, amit azután más módszerekkel kapott eredményekkel is összevetettem.

Az 7. fejezetben bemutatott módszert 2017-ben [8] publikáltam.
A LiDAR mérések feldolgozásához kidolgozott módszer matematikai hátterét képező

algoritmust általánosítottan tetszőleges dimenziószámú térre. Ennek publikálása szintén
folyamatban van. [7]

5. tézis: Fák modellezése pontfelhőkre illeszkedő göm-
bök módszerével
Egy fáról készült pontfelhő alapján a fa ágainak geometriáját olyan módon értékeljük ki,
hogy a fa ágaihoz illeszkedő (a pontfelhőnek a felületük mentén minél több, belsejükben
minél kevesebb pontját tartalmazó) gömböket keresünk. Az egymást követő illeszkedő
gömbök középpontjai meghatározzák egy ág alakját, átmérőik pedig az ág átmérőjét ez
egyes helyeken.

A módszer alapján programot fejlesztettem, a javasolt algoritmust ennek segítségével
teszteltem. A 8. fejezetben bemutatott eredményeket 2015-ben publikáltam [9].

A gömbök illeszkedésére kapott mérőszámok a bemutatotton túl sokféle más elemzés
alapját is képezhetik.
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