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ELŕSZč  

 

Tºbbszºr ®rte m§r az a kritika a cikkeimet, hogy a t®nyek tudom§nyos ®s szakszerŤ rºgz²t®se 

helyett elmes®lem a kutat§sok tºrt®net®t. Val·ban hajlok arra, hogy sz²nes kalandk®nt 

jelen²tsem meg az esem®nyeket, mivel bennem ²gy ®lnek. Engedj®k meg nekem, hogy csak 

itt, ebben az elŖsz·ban, saj§t st²lusomban ²rjam le, mi hogyan tºrt®nt. 

A kutat§s ¼gy kezdŖdºtt, hogy L²via Cveticanin professzor asszony megl§togatta 

int®zm®ny¿nket, ®s mikor velem tal§lkozott, felvetett egy roppant ®rdekes kutat§si t®m§t: a 

jugoszl§v h§bor¼ban lelŖtt ®s §ltaluk bevizsg§lt F-117 Nighthawk Lopakod· k¿lºnleges, radar 

hull§mok elnyel®s®re k®sz²tetett bevonat§nak technol·gi§j§t §t lehetne ¿ltetni a mechanikus 

rezg®sek elleni v®dekez®sbe. Ennek m·dja egy Ănegat²v effekt²vò tºmeg l®trehoz§sa egy 

tºmeg-a-tºmegben rendszerben. Mechanika tan§rk®nt ®s h§bor¼s filmek kedvelŖjek®nt rºgtºn 

megfogott a t®ma, ®s nekil§ttunk az elm®let kidolgoz§s§nak m§sik t®mavezetŖmmel, B²r· 

Istv§n d®k§n ¼rral h§rmasban. A hagyom§nyos transzl§ci·s modell le²r§s§ra a sz§momra 

rendk²v¿l informat²v forg·vektoros megkºzel²t®st v§lasztottam, amit sikerrel alkalmaztam k®t 

szabads§gfok¼, line§ris karakterisztik§j¼ rendszer eset®ben. Ezzel megny²lt az ¼t a 

fŖtºmeghez tºbb tºmeg p§rhuzamos csatol§sa eset®ben is, aminek hat§s§ra meg§lmodtam a 

Ătap®taò jellegŤ metastrukt¼r§t, ºt szabads§gfokkal. Kºzben sikertelen¿l pr·b§lkoztam a nem-

line§ris rendszer forg·vektoros megold§s§val, melyet majdnem egy ®ve Cveticanin Professzor 

asszony sikerrel megoldott. 2018 Ŗsz®n dºnt®s sz¿letett, hogy az elm®let vizsg§lat§ra hajl²tott 

tart·s megold§s¼, ºt szabads§gfok¼, befogott tart·n v®gzett m®r®sekre lesz sz¿ks®g. Az ehhez 

sz¿ks®ges eszkºzºk beszerz®se egy ®vig tartott, ami alatt kidolgoz§sra ker¿ltek a hajl²tott 

tart·s modellre vonatkoz· elm®leti alapok, amelyek sokkal bonyolultabbak voltak az eredeti 

transzl§ci·s modellhez k®pest. A m®r®sek kezdet®re sajnos meg®rkezett a pand®mia miatti 

online ®let is, aminek hat§s§ra a teljes m®rŖ rendszert haza telep²tettem. A gerjeszt®s n®lk¿li 

egy szabads§gfok¼ m®r®sek sz®pen haladtak, a kapott eredm®nyeket online egyeztettem 

t®mavezetŖimmel. Az eredm®nyek pontos²t§sa ®rdek®ben be lett vezetve a rugalmas befog§s 

elm®lete, amihez a rug·k tºmeg®nek reduk§l§sa is megtºrt®nt. A k®t szabads§gfok¼ 

rendszerek m®rt saj§t frekvenci§i m§r nem elhanyagolhat· m®rt®kŤ elt®r®st mutattak az 

elm®letihez k®pest, s itt jelentkezett elŖszºr a tart· kit®r²t®si m·dj§nak k®rd®se: a legv®g®n 

kit®r²tve a befogott tart·t csak egy saj§t frekvenci§t kaptam, mivel a k®t tºmeg tºk®letesen 

azonos f§zisban rezgett.  A h§rom szabads§gfok¼ rendszer eset®ben csak k®t saj§t frekvenci§t 

tudtam kim®rni, ®s emiatt visszany¼ltam a matematikai modell elm®leti vizsg§lat§hoz. 
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Kider¿lt, hogy eg®szen kicsiny csillap²t§s is elimin§lja a kºzb¿lsŖ saj§t frekvenci§t, ®s csak a 

legnagyobb ®s legkisebb saj§t frekvencia m®rhetŖ ki.  

A m®r®seket kºvetŖen a szimul§ci·ra helyeztem a hangs¼lyt: az ºt szabads§gfok¼ transzl§ci·s 

®s hajl²tott tart·s modellek ºsszehasonl²t§sa, valamint a csillap²t§sok rezonancia frekvenci§ra 

gyakorolt hat§sa ker¿lt elŖt®rbe. 

Itt tartok most, de a kutat§s m®g kor§nt sem fejezŖdºtt be. A tov§bbiakban az elm®let 

tov§bbfejleszt®se ®rdek®ben a Ătap®taò-jellegŤ metaanyag elemi cell§j§nak a fizikai ®s 

matematikai modellj®t szeretn®m fel²rni, ahol a csatolt tºmeget leszor²t· rugalmas anyag 

alakv§ltoz§sa alapj§n meghat§rozhat· lesz a rug·§lland·.  
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BEVEZET£S 

Az ®rtekez®sben elŖszºr rºveden foglalkozom a rezg®sekkel, kiemelve azok negat²v hat§sait, 

majd §tt®rek a rezg®sek elleni v®dekez®sre. Szem elŖtt tartva a kutat§s t®m§j§t, a csatolt rug·-

tºmeg rendszereket, a dinamikus rezg®s csillap²t§s ®s a metaanyagok szakirodalmi 

feldolgoz§sa kºvetkezik. A metaanyagok rendk²v¿l sz®les spektrum¼ t®makºr®nek 

bemutat§s§ban c®lir§nyosan az akusztikus metaanyagokra, azon bel¿l is a fononikus 

krist§lyokra helyeztem a hangs¼lyt. A tov§bbiakban a kutat§si t®ma elm®leti megalapoz§sa 

kºvetkezik, ahol a rezg®sek le²r§s§ban a sz§momra rendk²v¿l informat²v forg·vektoros 

megkºzel²t®st hoztam elŖt®rbe, amit sikerrel alkalmaztam k®t szabads§gfok¼, line§ris 

karakterisztik§j¼ rendszer eset®ben. Ezzel megny²lt az ¼t a fŖtºmeghez tºbb tºmeg 

p§rhuzamos csatlakoztat§s§ra is, aminek hat§s§ra meg§lmodtam a Ătap®taò jellegŤ 

metaanyagot, ºt szabads§gfok¼ rendszerrel. Ennek kiterjeszt®se n szabads§gfokra tal§lhat· az 

I. t®zisben. Az elm®let gyakorlati m®r®sekkel tºrt®nŖ al§t§maszt§s§ra hajl²tott tart·s modellt 

v§lasztottam, melynek fizikia ®s matematikai le²r§sa kºvetkezik. Az eredm®nyek pontos²t§sa 

®rdek®ben be lett vezetve a rugalmas befog§s elm®lete (II. t®zis), amihez a rug·k tºmeg®nek 

reduk§l§sa is megtºrt®nt. A m®r®seket kºvetŖen a szimul§ci·ra helyeztem a hangs¼lyt: 

bemutatom az ºt szabads§gfok¼ transzl§ci·s ®s hajl²tott tart·s modellek ºsszehasonl²t§s§ra 

kidolgozott m·dszert (III. t®zis), valamint a csillap²t§sok rezonancia frekvenci§ra gyakorolt 

hat§s§t (IV. t®zis). 
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A tudom§nyos probl®ma megfogalmaz§s 

A rezg®sek sok gondot okoznak az emberi szervezetnek ®s a mŤszaki alkot§soknak egyar§nt. 

Emiatt nagy erŖkkel folynak a rezg®s hat§s§nak csºkkent®s®re ir§nyul· kutat§sok, melyek 

kºz¿l az elm¼lt h¼sz ®vben kiemelkedett a metaanyagok kutat§sa, ahol az anyag elsŖdleges 

tulajdons§gait annak szerkezete szolg§ltatja.  A metaanyagok kºz¿l az akusztikus 

metaanyagok alkalmasak az §ltalam megc®lzott 1000 Hz alatti frekvencia tartom§nyban 

l®trejºvŖ rezg®sek m®rs®kl®s®re, c®lszerŤen megtervezett kialak²t§suknak kºszºnhetŖen. Ezek 

kºz¿l is a Ătºmeg-a-tºmegbenò rendszer ker¿lt elŖt®rbe, ahol az §ltalam kital§lt ĂTap®taò-

jellegŤ akusztikus metaanyag rezg®scsillap²t· tulajdons§gainak vizsg§lata folyt. 

C®lkitŤz®s(ek) 

ĂTap®taò-jellegŤ akusztikus metaanyag le²r§sa transzl§ci·s ®s hajl²tott tart·s n-szabads§gfok¼, 

gerjesztett, csillap²tott vibr§ci·s mechanikai ®s matematikai modellekkel, ahol a fŖ tºmeghez 

n-1 darab p§rhuzamosan csatolt tºmeg tartozik. A modellek vizsg§lat§nak c®lja olyan, a 

gyakorlatban is alkalmazhat·, tºmeg-a-tºmegben elrendez®sŤ akusztikus metaanyag fizikai 

tulajdons§gait le²r· param®tereinek meghat§roz§sa, amellyel alkalmass§ v§lik a fŖ tºmeget 

®rŖ gerjeszt®s hat§s§nak jelentŖs csºkkent®s®re, egyes speci§lis esetekben megsz¿ntet®s®re. A 

modell lehetŖv® teszi a metaanyag param®tereinek c®lszerŤ be§ll²t§s§val a rezg®scsºkkent®s 

hat®kony megval·s²t§s§t a k²v§nt gerjeszt®si frekvencia tartom§nyban. 

A t®ma kutat§s§nak hipot®zisei 

- A rezg®s amplit¼d·j§nak csºkken®se ®rhetŖ el c®lszerŤen megtervezett, p§rhuzamosan 

csatolt tºmegekkel (ĂTap®taò-jellegŤ akusztikus metastrukt¼ra) a csatolm§nyok saj§t 

frekvenci§i kºr¿li frekvencia-tartom§nyban.  

- Amennyiben a fŖtºmeget ®rŖ k¿lsŖ gerjeszt®s frekvenci§ja valamelyik p§rhuzamosan 

csatolt tºmeg saj§t frekvenci§j§nak kºzel®be ®r, a csatolt tºmeg (rezonanci§ja folyt§n) 

§tveszi a fŖtºmegtŖl a mozg§si energi§t ®s lelass²tja azt. 

- A tºbbi p§rhuzamosan csatolt tºmeg nem befoly§solja ezt a jelens®get (amennyiben 

kellŖ t§vols§got biztos²tunk a csatolt tºmegek saj§t frekvenci§i kºzºtt), ²gy adott 

gerjeszt®si frekvenci§n csak egy csatolt tºmeg fog rezon§lni. 

- A csatolt tºmegek rug·inak nem-line§ris rug·karakterisztik§i eset®n a line§ris 

rug·karakterisztik§khoz k®pest sz®lesebb meg§ll²t· s§v ad·dik. 
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Kutat§si m·dszerek 

- Irodalomkutat§s 

- Elm®leti m·dszerek: 

o Mechanikai modellek fel§ll²t§sa ®s matematikai le²r§sa. 

o FŖtºmeg rezg®si amplit¼d·j§nak sz§m²t§sa a gerjeszt®si frekvencia 

f¿ggv®ny®ben analitikus ®s numerikus megold§ssal, valamint v®geselem 

anal²zissel. 

- Gyakorlati m·dszerek: 

o Hajl²tott tart·s modell kidolgoz§sa a m®r®s gyakorlati megval·s²that·s§ga 

®rdek®ben.  

o ElŖzetes sz§m²t§sok alapj§n 3D szil§rdtest modell k®sz²t®se, majd az abb·l 

nyert fizikai adatok (tºmeg, m®ret, stb.) alapj§n a rendszer elŖ§ll²t§sa, a 

saj§tfrekvenci§k kim®r®se.  
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1 REZG£SEK 

Rezg®snek nevezz¿k azt a mozg§st, amikor a vizsg§lt test egyenes vonal¼, adott hat§rok 

kºzºtti mozg§sa sor§n a sebess®gvektor legal§bb k®tszer ir§nyt v§lt. Legtºbbszºr periodikus 

gerjeszt®sekkel tal§lkozunk a mindennapi gyakorlatban, ®s emiatt sz§munkra a periodikus 

rezg®sek a meghat§roz·ak. Ezek Fourier-sorba fejt®se ut§n harmonikus rezgŖmozg§st kapunk, 

ez®rt a vizsg§latom ezekre a gerjesztett rezg®sekre fog kiterjedni.  

A rezg®seket sokf®le szempont szerint kategoriz§lhatjuk: 

- idŖbeli lefoly§sa szerint: harmonikust·l az ¿t®s-szerŤig tºbbf®le rezg®s 

- mozg§s jellege szerint: transzl§ci·s, rot§ci·s rezg®s 

- szabads§gfok szerint: egy- vagy tºbb szabads§gfok¼ 

- csillap²t§s szerint: csillap²tatlan vagy csillap²tott 

- gerjeszt®s szerint: szabad vagy gerjesztett rezg®s 

- ºsszetevŖk karakterisztik§ja szerint: line§ris vagy nem-line§ris rezg®s. 

A rezg®sek mozg§segyenletei a k®sŖbbiekben ker¿lnek bemutat§sra. A kiindul§si alap a 

transzl§ci·s rezg®s lesz, amit forg·vektoros §br§zol§ssal fogok le²rni. 

Rezg®sek hat§sa 

A rezg®sek k¿lºnleges helyet foglalnak el a mŤszaki ®letben: egyr®szt pozit²v hat§s¼ak, 

amikor a rezgŖ mozg§s a mŤkºd®s felt®tele (pl. rost§k, tºmºr²tŖ g®pek), m§sr®szt negat²v 

hat§s¼ak, mivel az emberi szervezet ®s a mŤszaki szerkezetek is ®rz®kenyek bizonyos 

rezg®sekre.  

Az emberi szervezetre a rezg®sek negat²v, ak§r k·ros hat§ssal is lehetnek. Kisebb behat§s 

eset®n csak k®nyelmetlen ®rz®s, teljes²tm®nycsºkken®s l®phet fel, k®sŖbb alv§szavar, 

koncentr§ci· csºkken®se, v®rnyom§s nºveked®se, vagy ak§r organikus elt®r®sek is 

l®trejºhetnek. K¿lºnbºzŖ rezg®sekre a szervezet elt®rŖ r®szei ®rz®kenyek: pl. alacsonyabb 

frekvenci§j¼ ®s nagyobb amplit¼d·j¼ rezg®seket a csontok, ²z¿letek nyelnek el, m²g magasabb 

frekvenci§j¼, kisebb amplit¼d·j¼ rezg®sek a l§gy r®szeket k§ros²tj§k. A rezg®s k§ros²t· hat§sa 

szempontj§b·l igen fontos a behatol§si kapu (expoz²ci·) helye [1-2]: 

- Lok§lis, ami §ltal§ban a kezet jelenti. Leggyakoribb okoz·i a k®zi szersz§mok: 

l®gkalap§cs, ¿tvef¼r·, l§ncfŤr®sz, lapvibr§tor, stb. 

- Ćltal§nos, azaz eg®sz testre hat·. Leggyakoribb okoz·i a munkag®pek, neh®zg®pek 

(traktor, rakod·- ®s kotr·g®pek, stb.) ®s a g®palapok.  
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Sz§mos egy®b t®nyezŖ is befoly§solja a k§rosod§st (pl. hideg, p§ratartalom, fizikai kond²ci·, 

stb.), melyeket itt nem r®szletezek.  

Az emberre negat²v hat§ssal b²r· rezg®sek egy speci§lis form§ja a zaj. Az emberi f¿l 20 -

20 000 Hz tartom§nyban k®pes a rezg®seket ®rz®kelni a belsŖ f¿lben tal§lhat· Corti-f®le szerv 

szŖrsejtjeinek seg²ts®g®vel. Intenz²v zaj hat§s§ra ebben a szervben a kºvetkezŖ hall·rendszeri 

k§rosod§sok l®pnek fel [3]: 

- Hall§s adapt§ci·: a hall§sk¿szºb kºr¿li hang hat§s§ra a k¿szºb megemelkedik m§r 

n®h§ny percnyi behat§sra is, ²gy azt m§r nem halljuk tov§bb. 

- Hall§s f§rad§s: hosszan tart·, nagy intenzit§s¼ inger hat§s§ra a szŖrsejtek 

reverzibilisen k§rosodnak, ami a hall§sk¿szºb emelked®s®hez vezet. Azt ingert 

kºvetŖen egy bizonyos fel®led®si idŖ alatt a f¿l regener§l·dik, a k¿szºb visszat®r az 

eredeti szintre. 

- Hangtrauma: amennyiben a fel®led®si idŖ alatt ¼jabb zaj ®ri a Corti-szervet, akkor az 

elv§ltoz§s irreverzibiliss® v§lik. 

A hangnyom§sszint emelked®se jelentŖsen nºveli a k§rosod§s m®rt®k®t [4]: 

- 30 dB felett pszich®s probl®m§k jelentkeznek, 

- 65 dB felett vegetat²v probl®m§k keletkeznek, 

- 90 dB felett hall·szerv k§rosod§sa kºvetkezik be, 

- 120 dB felett fizikai f§jdalom l®p fel, 

- 160 dB-n®l §tszakad a dobh§rtya, 

- 175 dB fºlºtt hal§lt okoz 

A mŤszaki szerkezetek is ®rz®kenyek bizonyos rezg®sekre, gondoljunk p®ld§ul a f§rad§sos 

tºr®sre, ®p¿letek eset®ben a fºldreng®sre, hidak eset®ben a sz®l okozta rezonanci§ra. Kev®sb® 

l§tv§nyos hat§sa lehet a rezg®snek p®ld§ul az erŖsebb kop§s, a gy§rtott term®k minŖs®g®nek 

csºkken®se, a m®rŖberendez®sek hib§s m®r®se, vagy g®pj§rmŤvek eset®ben a stabilit§s ®s 

korm§nyozhat·s§g csºkken®se [5]. 

Viszont a g®pek §llapot§r·l, egyes meghib§sod§sokr·l a rezg®sek alapj§n is nyerhet¿nk 

inform§ci·t, emiatt a rezg®sdiagnosztika az ut·bbi ®vtizedekben jelentŖs fejlŖd®sen ment 

kereszt¿l. A rezg®sdiagnosztika eszkºzt§r§val ak§r bont§s n®lk¿l, mŤkºd®s kºzben kaphatunk 

inform§ci·t a g®p mŤkºd®s®rŖl, §llapot§r·l, annak v§ltoz§s§r·l. 
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2 REZG£SEK ELLENI V£DEKEZ£S 

Az ut·bbi ®vekben a g®ptervez®s egyik kiemelten fontos feladata az, hogy csºkkentse a zaj ®s 

vibr§ci· szintj®t az emberi hall§s alacsonyabb frekvencia-tartom§ny§ban, 0,1-1 kHz kºzºtt. 

Denis szerint a rezg®s kontrollnak k®t t²pusa van: a passz²v ®s az akt²v. A rezg®s szintj®nek 

passz²v kontrollja rendszerint vagy a szerkezet saj§t frekvenci§j§nak a mŤkºdtet®si frekvencia 

s§vb·l tºrt®nŖ kimozd²t§s§t c®lozza meg, vagy (ha ez nem lehets®ges) a rezonancia amplit¼d· 

nagys§g§nak csºkkent®s®re tºrekszik a saj§t frekvencia meghagy§sa mellett, rezg®scsillap²t§s 

seg²ts®g®vel [6, p 2]. Az akt²v kontroll a rezg®s kibocs§t§s§ra f·kusz§l. 

A rezg®s elleni v®dekez®sek kategoriz§l§s§hoz induljunk ki a transzmisszi·s modellbŖl (1. 

§bra): 

 

 

1. §bra Rezg®s terjed®se az emisszi·t·l az immisszi·ig. 

A rezg®sek negat²v hat§s§nak csºkkent®s®re k¿lºnbºzŖ eszkºzºk §llnak rendelkez®sre a 

kºvetkezŖk szerint: 

1. A rezg®s megsz¿ntet®se vagy a kibocs§tott energia csºkkent®se a forr§sn§l. 

2. Rezg®sek transzmisszi·j§nak csºkkent®se. Rezg®s elnyel®se, szigetel®s.  

3. Rezg®s hat§s§nak csºkkent®se a befogad· r®sz®rŖl. Ezek elt®rŖ megold§sok emberi ®s 

g®pi oldalon, ezekre a disszert§ci· nem terjed ki. 

N®zz¿k meg az elsŖ k®t pontot r®szletesebben: 

Term®szetesen mindig a legjobb megold§s a rezg®s ok§nak a megsz¿ntet®se, illetve ha arra 

nincs m·d, akkor legal§bb a kibocs§t§si energia reduk§l§sa. Ez tºrt®nhet rezg®sszeg®ny 

technol·gi§k felhaszn§l§s§val, vagy ut·lagos rezg®scsºkkent®ssel. A teljess®g ig®nye n®lk¿l 

n®zz¿nk n®h§ny p®ld§t: 

A g®pek kºrnyezet®ben az egyik leggyakoribb rezg®sforr§s a forg· alkatr®szek 

kiegyens¼lyozatlans§g§b·l ered, amit megfelelŖ kiegyens¼lyoz§ssal lehet m®rs®kelni. 

Statikus kiegyens¼lyozatlans§g eset®n a forg· r®sz tºmegkºz®ppontja nem esik r§ a 

forg§stengelyre, m²g a dinamikus kiegyens¼lyozatlans§g eset®n a forg§stengely ®s a 

forg·r®sznek a forg§stengelyhez legkºzelebb §ll· tehetetlens®gi fŖtengelye t®r el egym§st·l 

(2. §bra) [7, pp 347-350].  

Rezg®s forr§sa Terjed®s ¼tja V®dendŖ objektum 
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2. §bra Statikus (fent), dinamikus (kºz®pen) ®s ºsszetett (lent) kiegyens¼lyozatlans§g 

Term®szetesen ez a k®t lehetŖs®g egyszerre is fenn§llhat ºsszetett (p§ros) 

kiegyens¼lyozatlans§g eset®n. A megengedett marad· kiegyens¼lyozatlans§gra ir§ny®rt®kek 

vannak kidolgozva. [7, p 350] 

ŕrlŖg®p forg·r®sz®nek automatikus kiegyens¼lyoz§s§ra mutat p®ld§t az 3. §bra [2].  

 

3. §bra ŕrlŖg®p automatikus kiegyens¼lyoz· rendszere [2] 

A forg·r®szre felragadt plusz tºmeg elt§vol²tja a tºmegkºz®ppontot a geometriai 

kºz®ppontt·l. A forg·r®sz most m§r az ¼j s¼lyponti tengely kºr¿l forogva a kiegyens¼lyoz· 

goly·kat a plusz tºmeggel ellent®tes oldalra mozgatja, ami a forg·r®sz tºmegkºz®ppontj§t 

visszat®r²ti a geometriai kºz®ppontba. 

A kºvetkezŖ, zajcsºkkentŖ mŤszaki megold§si p®lda mindenki sz§m§ra ismerŖs: a 

szem®lyg®pkocsi h§tramenetben sokkal nagyobb zajt kelt, mint elŖremenetben. Ennek oka 

pedig a hajt·mŤ fogasker®kp§rjaiban rejlik: a sokat haszn§lt elŖremeneti fogasker®kp§rok 
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ferde fogaz§ssal k®sz¿lnek (amelyek dr§g§bbak ugyan, de halkabb j§r§s¼ak, mint az egyenes 

fogaz§s¼ak), m²g a ritk§bban haszn§lt h§tramenetre egyenes fogaz§s¼akat haszn§lnak (ahol a 

nagyobb zaj egyben figyelemfelkeltŖ hat§s¼ is).  

 

2.1 Dinamikus rezg®s csillap²t· 

A rezg®s keletkez®s®nek ®s terjed®s®nek b§rmelyik szakasz§ban tal§lkozhatunk dinamikus 

rezg®scsillap²t§ssal (Dynamic Absorbers, DA), amely egy megfelelŖen m®retezett egy 

szabads§gfok¼ rendszer (csatolt alrendszer) fŖ tºmeghez tºrt®nŖ csatlakoztat§s§val jºn l®tre. 

Emiatt a rendszer szabads§gfoka ®s ezzel a rezonancia frekvenci§k sz§ma is eggyel nŖ, de ha 

a csatolt tºmeg ®s a fŖ tºmeg kºzºtti csillap²t§s kellŖen alacsony, akkor a rendszer 

mŤkºdtet®si frekvenci§ja kºrny®k®rŖl elhangolhat·ak a saj§t frekvenci§k. A dinamikus rezg®s 

csillap²t§s elm®let®t elsŖnek J. P. Den Hartog dolgozta ki m®g a XX. sz§zad elej®n [5, 7], 

matematikai modellj®t a k®t szabads§gfok¼ rezg®sn®l mutatom be a k®sŖbbiekben. Az §ltala 

vizsg§lt (®s sz§munkra is legfontosabb) rezonancia gºrbe (4. §bra) egy k®t szabads§gfok¼ (2-

DoF) rezg®si p®ld§n kereszt¿l ker¿l bemutat§sra. A p®ld§ban alkalmazott adatok a 

kºvetkezŖk: gerjesztŖ erŖ: F0=1 N; fŖtºmeg: m1=1 kg; s1=2500 N/m; ɤ10= ί άϳ =50 rad/s; 

k1=0 Ns/m; csatolt tºmeg: m2=0,05 kg; s2=125 N/m; ɤ20= ί άϳ =50 rad/s; k2 ®rt®ke 

v§ltoz·.  

 

4. §bra K¿lºnbºzŖ csillap²t§s¼ rezonancia gºrb®k a P ®s Q invari§ns pontokkal 

L§that·, hogy amikor a k®t tºmeg kºzºtt nincs csillap²t§s (ahol D=k2/(2m1ɤ10)=0), a 

rendszernek k®t rezonancia poz²ci·ja van, valamint ɤg=ɤ10 gerjeszt®si frekvencia eset®n a 

fŖtºmeg meg§ll. Amint a k®t test kºzºtti csillap²t§si t®nyezŖ (k2) ®rt®ke nºvekszik, a 
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rezonancia gºrb®k jellege v§ltozik, ®s a fŖtºmeg tºbb® nem §ll meg. D=0,32 ®rt®kŤ 

csillap²t§si viszonysz§m eset®n m§r csak egy rezonanciahely l®tezik, v®gtelen nagy csillap²t§s 

pedig a k®t testet egy merev testt® alak²tja. B§rmekkora is a k®t test kºzºtti csillap²t§s, a 

rezonancia gºrb®k mindig §tmennek k®t invari§ns ponton (P ®s Q). Akkor lesz egy dinamikus 

rezg®scsillap²t§s a legjobban elhangolva, ha a saj§t frekvencia viszonyok a kºvetkezŖk 

(levezet®s mellŖz®s®vel): 

  (1) 

Ekkor a legkedvezŖbb csillap²t§s ¼gy jºn l®tre, ha a P ®s Q pontok azonos magass§gban 

vannak (azonos az ordin§t§juk) [7, pp 384-387]: 

  (2) 

 Ὀ  (3) 

A dinamikus rezg®scsillap²t· eszkºzºknek rendk²v¿l kiterjedt szakirodalma van, kezdve a 

magas ®p¿letek sz®llºk®s elleni rezg®sv®delm®tŖl [8] a nagy sebess®gŤ megmunk§l§sig [9]. 

Ezek kºz¿l csak n®h§ny megold§st mutatok be: 

A dinamikus rezg®scsºkkent®s tal§n legelterjedtebb v§ltozat§t a mos·g®pben tal§lhatjuk meg. 

Ennek egy vertik§lis tengelyŤ v§ltozat§val foglalkozott Campos ®s t§rsa (5. §bra) [10]. 

 

5. §bra Forg· dinamikus rezg®scsºkkentŖ szerkezet egy vertik§lis mos·g®p kosar§nak 

tetej®re rºgz²tve [10] 

Komatsuzaki ®s t§rsai §ltal vizsg§lt, sz®les s§vban v§ltoztathat· rug·merevs®gŤ dinamikus 

rezg®scsillap²t·t mutat be az 6. §bra. A torzi·s rug·merevs®g v§ltoztathat· az 
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elektrom§gneses aktivit§s¼ elasztomerre (Magnetorheological Elastomer, MRE) adott 

fesz¿lts®g seg²ts®g®vel [11]. 

 

6. §bra Sz®les s§vban §ll²that· rug·merevs®gŤ dinamikus rezg®scsillap²t· sematikus §br§ja 

[11] 

 

Hasonl· elk®pzel®st mutat be az 7. §bra, egy adapt²v hangol§s¼ rezg®scsºkkent®si (Adaptive 

Tunable Vibration Absorber, ATVA) koncepci·t, amelyet erŖ§tviteli rendszerek 

rezg®scsillap²t§s§ra fejlesztettek ki l§gy elektrom§gneses aktivit§s¼ elasztomerekkel (MRE). 

 

7. §bra Adapt²v hangol§s¼ rezg®scsºkkentŖ koncepci·: 1: belsŖ henger, 2: forg· tengely, 3: 

f¿l, 4: elektrom§gneses tekercs, 5: k¿lsŖ henger, 6: MRE anyag [12] 

A f¿lekkel ell§tott belsŖ henger rºgz²tett a forg· tengelyen. A k¿lsŖ ®s belsŖ hengerek kºz® 

helyezett MRE anyag ¼gy mŤkºdik, mint egy torzi·s rug·. A belsŖ hengerhez hasonl·an a 
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k¿lsŖ hengeren is f¿lek vannak. Ezek a f¿lek ®rintŖir§ny¼ elasztikus erŖket ®s ezzel elasztikus 

nyomat®kot hoznak l®tre a hengerek kºzºtt. Emiatt a k¿lsŖ henger rezegni k®pes a belsŖhºz 

k®pest. H§rom elektrom§gneses tekercs hozza l®tre a m§gneses mezŖt az MRE r®tegen 

kereszt¿l [12].  

A 8. §bra a londoni millenniumi gyalogos h²d dinamikus vertik§lis ®s horizont§lis 

rezg®scsºkkentŖ egys®geit mutatja [13]. 

 

8. §bra A London Millennium Footbridge vertik§lis (jobbra fent) ®s horizont§lis (jobbra lent) 

ir§ny¼ dinamikus rezg®scsºkkentŖ egys®gei [13] 

 

Tian Wang ®s t§rsai egy geometriai nemlinearit§ssal rendelkezŖ oszcill§tor modellj®t mutatt§k 

be (9. §bra), amelyet egy alak-mem·ri§j¼ ºtvºzetben (Shape Memory Alloy, SMA) 

alkalmaztak. Ez m§r §tvezet a metaanyagok csoportj§ba [14].  

 

9. §bra SMA oszcill§tor rendszer modell [14] 

Gil Hoo Yoon ®s t§rsai befogott tart·n alkalmaztak k¿lºnbºzŖ rezg®si poz²ci·ban dinamikus 

rezg®scsºkkentŖ eszkºzt (10. §bra) tºbbek kºzºtt azt is vizsg§lva, hogy a csatolt tºmeg ®s a fŖ 
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tºmeg saj§t frekvenci§i kºzºtti k¿lºnbs®g mik®nt befoly§solja a rezg®scsillap²t§st. Ez a 

vizsg§lati m·d nagyon hasonl²t az §ltalam kidolgozottra [15]. 

 

10. §bra Befogott tart·n, k¿lºnbºzŖ poz²ci·ban alkalmazott dinamikus rezg®scsºkkentŖ elem: 

(a) m®rŖrendszer, (b) csatolt tºmeg poz²ci·i a befogott tart·n, (c) (d) k¿lºnbºzŖ poz²ci·k 

mellett m®rt fŖtºmeg amplit¼d·k (folytonos vonal: csatolt tºmeggel, szaggatott vonal: csatolt 

tºmeg n®lk¿l) [15] 

 

Chi-Shen Chang ®s Tzong-Shi Liu az optikai lemez meghajt·ba fejlesztett egy adapt²v 

dinamikus rezg®scsillap²t· egys®get (11. §bra), amely k¿lºnbºzŖ sebess®gek mellett is 

hat§sosan csºkkenti a lemez vibr§ci·j§t. Az egys®g 6000-10000 fordulat/perc kºzºtti 

fordulatsz§m tartom§nyban legal§bb 35%-os rezg®scsºkken®st ®rt el [16]. 

  

11. §bra Az optikai lemez meghajt·ban alkalmazott adapt²v dinamikus rezg®scsºkkentŖ 

sematikus §br§ja ®s install§ci·ja [16] 
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Kecik az inga ®s az elektrom§gnes kombin§ci·j§val egyszerre ®rt el rezg®scsºkkent®st ®s 

energia kinyer®st (12. §bra). Ez ut·bbit az ing§ra szerelt tekercsben elmozdul· (lebegŖ) 

m§gnes hozza l®tre [17]. 

 

12. §bra, Inga ®s elektrom§gnes kombin§ci·ja [17] 

 

Sushil S Patil k®zi fŤny²r· g®phez k®sz²tett dinamikus rezg®scsºkkentŖ szerkezet®t mutatja be 

a 13. §bra. A vizsg§latok szerint az egy-tengelyŤ v§ltozat nem-v§g· ¿zemm·dban 39%-kal, 

v§g· ¿zemm·dban 44%-kal csºkkentette a rezg®st, m²g a k®t-tengelyŤ v§ltozat eset®ben ez 

63%, illetve 68% volt [18]. 

   

13. §bra FŤv§g· trimerhez k®sz²tett k®t-tengelyŤ dinamikus rezg®scsºkkentŖ egys®g [18] 

 

2.2 Rezg®sszigetel®s 

A m§r kibocs§tott rezg®s terjed®s®nek megakad§lyoz§s§ra a legismertebb m·dszer a 

rezg®sszigetel®s. HegedŤs ®s Ludvig [5, 7] akt²v rezg®sszigetel®sk®nt ²rja le a gerjesztŖ erŖk 

kºrnyezetre §tad·d· m®rt®k®nek csºkkent®s®t (g®prŖl a talajra), m²g passz²v 

rezg®sszigetel®sk®nt kezeli a v®dendŖ objektumra a kºrnyezet®bŖl ®rkezŖ rezg®sek 

m®rs®kl®s®t (talajr·l a g®pre). B§rmilyen ir§nyb·l is n®zz¿k, a c®l az, hogy k¿lºnbºzŖ, 

v§ltozatos abszorbereket ®p²ts¿nk be az emisszi· ®s az immisszi· kºz®. Az abszorberek §ltal 
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elnyelt zaj m®rt®k®t, ezzel a szigetel®s hat®konys§g§t a transzmisszi·s vesztes®g 

(Transmission Loss, TL) adja meg: 

 4, ρπÌÏÇ  (4) 

 4, ρπÌÏÇρ   (5) 

ahol Ὕ a transzmisszi·s egy¿tthat·, ” a sŤrŤs®g, Ὤ az anyag r®tegvastags§ga, Ὢ a frekvencia, 

” a levegŖ sŤrŤs®ge ®s ὧ a hang terjed®si sebess®ge a levegŖben. 

Mivel a n®gyzetes tagban egy adott Ὢ frekvenci§n a Ὤ r®tegvastags§gon k²v¿l minden m§s 

t®nyezŖ §lland·, kisz§m²that·, hogy a szigetelŖanyagon §thalad· hang szintje 5-6 dB-lel 

csºkken az anyag tºmeg®nek dupl§z§s§val. Ez azt jelenti, hogy a transzmisszi·s vesztes®g 30 

dB-lel tºrt®nŖ nºvel®s®hez 32-64-szer vastagabb ®s nehezebb szigetelŖanyagra van 

sz¿ks®g¿nk [19]. Ez viszont az abszorber ®s az eg®sz g®p s¼ly§nak intenz²v nºveked®s®vel j§r 

egy¿tt, emiatt ¼gy tŤnik, hogy ez az ¼t nem j§rhat·. 

A zajcsºkkent®s kutat§sa c®lj§b·l az Eur·pai Uni· szervez®s®ben elindult a COST Action 

CA15125: Design for Noise Reducing Materials and Structures (DENORMS) projekt 2015-

2019. idŖtartamban. A c®l olyan kis tºmegŤ abszorberek, metaanyagok tervez®se volt, 

amelyek hat®konyan csºkkentik a zajt vagy rezg®st adott frekvenciatartom§nyon. Az 

anyagoknak ez a csoportja mesters®ges, a term®szetben nem l®teznek [20].  

 

2.3 Metaanyagok 

Metaanyagoknak nevezz¿k teh§t azokat a mesters®ges anyagokat, amelyek tulajdons§gaik 

szempontj§b·l nem az ºsszet®tel¿k, hanem belsŖ strukt¼r§juk az elsŖdleges [21]. A 

metaanyagok kutat§sa ®s fejleszt®se mind a polg§ri szf®r§ban, mind a katonai ter¿leten nagy 

erŖkkel folyik, legyen sz· ak§r a lopakod· rep¿lŖg®pekrŖl, ak§r a szon§r, azaz hangradar 

sz§m§ra ®szlelhetetlen tengeralattj§r·kr·l. A metaanyagokkal foglalkoz· tudom§nyos cikkek 

sz§ma a 2000. ®vben m®g eleny®szŖ volt, m²g 2019-ben meghaladta a 3500-at [22, p 2]. 

Metaanyagok kºzºtt megk¿lºnbºztet¿nk optikai, akusztikus ®s mechanikus metastrukt¼r§kat 

[22, p 1]. A sz§munkra legfontosabb akusztikus metaanyagok tervez®s®nek ºtlete az optikai 

metaanyagokb·l ered, amelyeket elektrom§gneses hull§mok adott frekvenci§n tºrt®nŖ 

kik¿szºbºl®s®re terveznek.  
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2.3.1 Optikai metaanyagok 

A metaanyagok kºz¿l az optikai metaanyagok kutat§sa b²r a legnagyobb m¼lttal. Az optikai 

metaanyagok kºlcsºnhat§sba l®pnek az elektrom§gneses hull§mokkal ®s adott hull§mhosszon 

optikai rezonancia seg²ts®g®vel meg§ll²tj§k azokat [23]. Az elm®let szerint az optikai 

metaanyagoknak egyszerre negat²v az elektromos permittivit§suk ‐ ®s a m§gneses 

permeabilit§suk ‘, aminek kºvetkezm®nye a negat²v tºr®smutat· ὲ. Az optikai 

metaanyagok kutat§sai igen sz®les spektrumon mozognak, de az ®rintett elektrom§gneses 

hull§mok mind frekvenciatartom§ny, mind tulajdons§gaik tekintet®ben k²v¿l esnek a kutat§si 

ter¿letemen, emiatt ezekkel csak ®rintŖlegesen foglalkozom. Az optikai metaanyagok kºzºtt 

megtal§ljuk a plazmonikus abszorbereket (Plasmonic Metamaterial Absorbers), a fotonikus 

krist§lyokat (Photonic Crystals), a negat²v indexŤ lencs®ket ®s a metaanyag antenn§kat [22].  

 

2.3.2 Akusztikus metaanyagok 

Az akusztikus metaanyagoknak negat²v effekt²v tºmeg¿k van, ami term®szetesen csak a 

dinamikai hat§sukat tekintve negat²v [24]. 

Sz§munkra a 100 Hz ï 1000 Hz kºzºtt rezg®sek csºkkent®s®re alkalmas akusztikus 

metastrukt¼r§k a legfontosabbak, melyek alapvetŖen lyukakkal, csatorn§kkal, rezon§torokkal 

vagy sz·r· alegys®gekkel m·dos²tott vagy ell§tott b§zis anyagb·l §llnak, amelyet h§rom 

ir§nyb·l kºzel²thet¿nk meg [22]:  

1. Fononikus krist§lyok (Phononic / sonic crystals).  

Ezek sz·r· ®s/vagy rezon§l· alegys®geket tartalmaznak szab§lyos elrendez®sben a 

hordoz· anyagban. Ezek az alegys®gek tipikusan elt®rŖ akusztikus impedanci§val 

rendelkeznek a hordoz· anyaghoz k®pest. LegfŖbb jellemzŖj¿k azok a frekvencias§v-

r®sek (band-gap regions), ahol a rezg®sek terjed®se g§tolt a sz·r· ®s rezon§l· 

alegys®gek kombin§ci·j§nak kºszºnhetŖen [25-28].  

2. Rezon§l· strukt¼r§k (Resonant structures).  

Lyukak, csatorn§k vagy m§s be§gyazott szerkezetek hozz§k l®tre a rezon§torok 

rendszer®t. A kiv§jt anyagokban, felerŖs²tett, hull§mhossz alatti k®pzelt felbont§s 

lehets®ges a t¿n®keny (evanescent) hull§mok t§rs²t§s§val. [29-30] 

3. Labirintusok (Space coiling). 

Egy anyagon bel¿l a kiterjedt hajl²tott vagy hajtogatott akusztikus ¼tvonalak negat²v 

rugalmass§gi moduluszhoz vagy egy®b ®rdekes tulajdons§ghoz vezethetnek. [31-33] 
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1. Fononikus krist§lyok 

Az §ltalunk vizsg§lt, tºmeg-a-tºmegben t²pus¼ metaanyag legink§bb a fononikus krist§lyok 

kºz® sorolhat·. Nagyon sokf®le t²pus¼ fononikus krist§lyt alak²tottak ki nem-akusztikus-

metaanyag m·dszerrel, ahol legtºbbszºr bevonatolt vagy an®lk¿li szil§rd gºmbºket vagy 

rudakat §gyaztak be polimer vagy folyad®k szubsztr§tumba. Ezek legnagyobb hi§nyoss§ga a 

m®ret ®s a komplexit§s, amely az alkalmazhat·s§gukat lehat§rolja [33-34]. L®teznek viszont 

akusztikus-metaanyag m·dszerrel kialak²tott fononikus krist§ly strukt¼r§k is, melyek az 

®rintett frekvencia tartom§nyt·l f¿ggnek. Ezek kºr®t Lucklum ®s Vellekop gyŤjtºtte ºssze 

[35], melybŖl a teljess®g ig®nye n®lk¿l ker¿l bemutat§sra n®h§ny megold§s: 

Alacsony frekvencia tartom§ny¼ rezg®sv®delem eset®n p®ld§ul lehet haszn§lni a Fused 

Deposition Modelling (FMD) m·dszert, melyre j· p®lda a Matlak ®s t§rsai §ltal l®trehozott 

n®gyzetes polimer v§z r§cs, melybe f®m kock§kat helyeztek [36]. A 10 kHz-ig haszn§lhat· 

szerkezetet a 14. §bra mutatja. Itt m®g k®zzel ker¿ltek behelyez®sre a f®m kock§k. 

 

14. §bra Matlak ®s t§rsai FMD modellje [36] 

 

Pennec ®s t§rsai a rezon§torok elrendez®si m·dj§nak a rezg®s csºkkent®s®re gyakorolt hat§s§t 

vizsg§lt§k k®tdimenzi·s fononikus krist§lyban (15. §bra) [37]. A metaanyagot kompozit 

anyagk®nt hozt§k l®tre: az ac®l hengereket (rezon§tor) epoxy m§trixba §gyazt§k k¿lºnbºzŖ 

elrendez®sekben.  

   

15. §bra A f®m rezon§torok k¿lºnbºzŖ elrendez®si m·djai az epoxy mŤgyanta m§trixban [37]  
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DôAlessandro ®s t§rsai Selective Laser Sintering (SLS) technik§val nylonb·l k®sz²tettek 

metastrukt¼r§t (16. §bra), amely 20 kHz frekvenci§ig haszn§lhat· [38]. 

 

16. §bra DôAlessandro ®s t§rsai nylon anyagb·l SLS k®sz²tett metastrukt¼r§ja [38] 

 

Zhang ®s t§rsai k®sz²tettek egy strukt¼r§t, amely a hang terjed®si ir§ny§ban fokozatosan 

v§ltozik (17. §bra). Ugyan az egzakt m·dszer ®s a foto-®rz®keny polimer nem ker¿lt le²r§sra, a 

vizsg§lt frekvencia tartom§ny felsŖ hat§ra 6,3 kHz volt [39]. 

 

17. §bra, A hang terjed®s®nek ir§ny§ban v§ltoz· metastrukt¼ra [39] 

 

Magasabb frekvencia tartom§nyokra is l®teznek fononikus krist§ly elŖ§ll²t§si megold§sok, 

mint p®ld§ul Micro Stereolithography (MSL), amellyel p®ld§ul levegŖ tºltetŤ, h§rom ir§nyban 

metszŖdŖ hengeres csŖrendszert hozott l®tre Lucklum ®s Vellekoop (18. §bra), [40],  

 

18. §bra a) Lucklum ®s Vellekoop §ltal MSL technol·gi§val nyomtatott fononikus krist§ly, b) 

a strukt¼ra le²r§s§hoz haszn§lt egys®g cella [40] 
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vagy a Robocasting, amely egy ker§mia anyagban k®sz²tett §llv§nyzat [41], melyet Kruisova 

®s t§rsai is alkalmaztak szilikon-karbid (SiC) anyagb·l k®sz²tett hexagon§lis ®s tetragon§lis 

strukt¼r§jukhoz (19. §bra). [42]  

     

   

19. §bra Kruisov§ ®s t§rsai §ltal k®sz²tett metastrukt¼ra szerkezeti geometria vari§ci·i [42] 

£s m®g sorolhatn§m, de ezek frekvencia tartom§nya k²v¿l esik az ®rdeklŖd®si kºr¿nkºn. 

 

2. Rezon§l· strukt¼r§k 

Rezon§l· metaanyagokra j· p®lda a k¿lºnbºzŖ §tm®rŖjŤ ®s hossz¼s§g¼, egyik 

homlokfel¿let®n z§rt hengeres testekbŖl ®p²tett metastrukt¼ra (20. §bra) [43]  

 

20. §bra Koncentrikus hengerekbŖl k®sz¿lt rezon§l· strukt¼r§k [43] 

 

Egy m§sik kutat§sban hozz§vetŖlegesen 0,5 mm §tm®rŖjŤ, hengeres Helmholtz rezon§torokat 

haszn§ltak a hangok tomp²t§s§ra a hallhat· tartom§nyban. Laureti ®s t§rsai a rezonancia 

el®r®se ®rdek®ben Fabry-Perot strukt¼r§t haszn§ltak, ahol a mintadarab 100 darab csatorn§b·l 

§llt, amely el® ĂLò-alak¼, hull§mhossz alatti dimenzi·j¼ rekesz lett elhelyezve (21. §bra) [44].   
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21. §bra Laurenti ®s t§rsai Fabry-Perot metaanyaga levegŖben haszn§lva. h=14,8 mm ®s 

ȿ=2.96 mm [44] 

 

£rdekes megold§st mutattak be Aichao Yang ®s t§rsai, amikor a fononikus rezon§torokat 

(Sonic Crystal Resonator, SCR) elektromechanikus Helmholtz rezon§torra 

(ElectroMechanical Helmholtz Resonator, EMHR) szerelt piezzo krist§llyal t§rs²tott§k az 

akusztikus hull§mok energi§inak lecsapol§s§ra (22. §bra) [45]. 

 

22. §bra Fononikus krist§ly ®s Helmholtz rezon§tor t§rs²t§sa akusztikus hull§mok energi§inak 

lecsapol§s§ra  



26 

3. Labirintusok  

A labirintus (Space coiling) akusztikus metaanyagok olyan anyagok, amikben a rezg®st 

vezetŖ ¿regek tekerv®nyesek, ²gy hozva l®tre a rezg®s amplit¼d·j§ban vagy f§zis§ban olyan 

v§ltoz§sokat, amelyek ®rdekes akusztikus tulajdons§gokhoz vezetnek. [46]. 

£rdekes p®lda a szarv (horn) geometria, amely kedvezŖ, szimult§n f§zis ®s amplit¼d· 

modul§ci·ra k®pes. [47]  

Fabry-Perot rezonancia szint®n elŖfordulhat a kºzvet²tŖ csatorn§kban. Ez a hat§s lett 

felhaszn§lva a Fresnel lencse- f®le metastrukt¼r§ban, amely 10 kHz frekvenci§ig haszn§hat· 

volt (23. §bra). [48]. 

 

23. §bra a) Fresnel lencse elv®nek haszn§lata labirintus metastrukt¼r§ban, b) maga az 

elk®sz¿lt metaanyag. 

 

Labirintus metastrukt¼r§t 3D nyomtat§ssal metaanyag Ăt®gl§kò l®trehoz§s§val is lehet 

k®sz²teni. Memoli ®s t§rsai ebben a szokatlan megkºzel²t®sben minden t®gl§t egyedi f§zis-

k®s®ssel tervezett, amit p®ld§ul a rezg®s vezet®s®re lehetett felhaszn§lni.  Az egys®g 

akusztikus levit§ci· bemutat§s§ra is alkalmas volt. [49]. 

GºmbºlyŤ metasrukt¼r§t is l®tre lehet hozni 3D nyomtat§ssal. A Fu ®s t§rsai §ltal k®sz²tett 

metaanyag (24. a) §bra) egy ®s k®tp·lus¼ rezonanci§val rendelkezik a benne l®vŖ labirintus 

szerkezetnek kºszºnhetŖen. Ez az anyag a k®t rezonancia frekvencia kºzºtti tartom§nyban 

blokkolja a hanghull§m terjed®s®t. [50] .  

 

24. §bra Gºmb form§j¼ metastrukt¼r§k: a) Fu ®s t§rsai [50], b) Xie ®s t§rsai szerkezetei [51] 
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Xie ®s t§rsai egy ettŖl elt®rŖ, n®gyszºgletes belsŖ strukt¼r§j¼ gºmb metastrukt¼r§t k®sz²tettek 

SLA nyomtat§ssal (24. b) §bra). K®t f®lgºmb ºsszeilleszt®s®vel kontroll§lni tudt§k a refrakt²v 

indexet, ²gy egy L¿neburg lencs®t hozva l®tre, ahol a refrakt²v index radi§lisan csºkken a 

gºmb kºzep®tŖl a gºmb fel¿lete fel® haladva. [51]. 

Ha a lok§lis rezonancia valamilyen okb·l kifoly·lag ker¿lendŖ, a labirintus metanyagok 

k®pesek az elv§rt metanyag jellemzŖk elŖ§ll²t§s§ra [52-53].  

 

2.3.3 Mechanikus metaanyagok 

Mechanikus metaanyagok geometriai strukt¼r§juknak (pl. mikro/nano r§csok) kºszºnhetŖen 

szokatlan mechanikai tulajdons§gokat siker¿lt elŖ§ll²tani p®ld§ul a kºvetkezŖkben: 

rugalmass§gi modulusz, Poisson t®nyezŖ, szak²t· szil§rds§g, energia elnyel®s, hŖt§gul§s, stb.  

[54-56].  

Xianglong Yu ®s t§rsai a k¿lºnleges mechanikai tulajdons§gok szerint a kºvetkezŖk®ppen 

csoportos²tott§k a mechanikai metaanyagokat [57]: 

- Poisson t®nyezŖ (ɜ) 

o auxetikus metaanyagok 

- Rugalmass§gi modulusz (E): 

o mikro/nanor§csok 

o kir§lis/anti-kir§lis anyagok (kir§lis: t¿kºrk®p, de nem teljes fed®ssel) 

o origami metaanyagok 

o cellul§ris origami 

o minta transzform§ci·s anyagok 

- Cs¼sztat· rugalmass§gi/bulk modulusz (G/K) 

o pentamod metaanyagok 

o negat²v ºsszenyomhat·s§g¼ anyagok 

 

Az auxetikus (auxetic) metaanyagok negat²v Poisson t®nyezŖvel rendelkeznek, azaz h¼z· 

ig®nybev®tel eset®n hosszir§ny¼ megny¼l§suk mellett kereszir§nyban vastagodnak. Fokozott 

ellen§ll§st tan¼s²tanak s®r¿l®s, fel¿leti behat§s ellen, j· akusztikus ®s rezg®si jellemzŖkkel ®s 

nagy energia-elnyel®si k®pess®gekkel rendelkeznek. H§rom fŖ csoportba sorolj§k ezeket a 

mikrostrukt¼r§juk szerint: visszat®rŖ (re-entrant, pl. csokornyakkendŖ), kir§lis ®s forg· 

f®lmerev szerkezetŤ anyagok [54, 58].  
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Andreassen ®s t§rsai topol·giai optimaliz§l§ssal tervezt®k meg a szelekt²v l®zer szint®zissel 

k®sz²tett 3D metanyagukat, amely Poisson t®nyezŖj®nek ®rt®ke ɜ = - 0,5 ®s a bulk modulusza 

a szil§rd anyag®nak mindºssze 0,2%-a (25. bal §bra) [59]. 

B¿ckmann ®s t§rsai szint®n SLS technol·gi§val k®sz²tettek makroszk·pikus polimer 

auxetikus strukt¼r§t, melynek Poisson t®nyezŖje ɜ = - 0,8 (25. jobb §bra) [60]. 

   

25. §bra Szelekt²v l®zer szint®zissel (SLS) k®sz¿lt auxetikus metanyagok: balra: Poliamid 

strukt¼ra ɜ=-0,5 [59], jobbra: makroszkopikus polimer strukt¼ra ɜ=-0,08 [60] 

 

Pentamod (pentamode) metaanyagok (m§s n®ven meta-fluidok) bulk (kompresszi·s) 

modulusza igen magas a cs¼sztat· rugalmass§gi moduluszukhoz k®pest, aminek 

kºvetkezt®ben nem v§ltoztatj§k t®rfogatukat deform§ci· kºzben. A gyakran vizsg§lt 

pentamod mikrostrukt¼r§k k¼pos tart·k speci§lisan gy®m§nt r§csba rendezve [61, 62]. 

 

B¿ckmann ®s t§rsai k®sz²tettek olyan pentamod strukt¼r§t, amely elasztikusan elrejti az adott 

t§rgyat (26. §bra) [63]. 

 

26. §bra B¿ckmann ®s t§rsai §ltal k®sz²tett pentamon kºpeny elasztikusan elrejti a belsej®be 

rejtett merev hengert [63]. 
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Frenzel ®s t§rsai k®sz²tettek egy mechanikus metaanyagot, amely nyom§s hat§s§ra csavarodni 

k®pes (27. §bra) [64]. Ezek az anyagok 3D l®zeres mikro nyomtat§ssal k®sz¿ltek ®s 

egytengelyŤ nyom§s hat§s§ra 2Á/%-n§l is nagyobb elfordul§s/tengelyir§ny¼ fajlagos ny¼l§st 

tudtak produk§lni. 

 

27. §bra Mechanikus metaanyag csavarod§sra [64] 

 

Bio-kompatibilis f®m pentamod strukt¼r§k l®trehoz§s§ra mutat p®ld§t a 28. §bra [65]. A tit§n 

ºtvºzet (Ti-6Al-4V) szelekt²v l®zer ºmleszt®ses (SLM, Selective Laser Melting) 

technol·gi§val k®sz¿lt. Az ²gy k®sz¿lt f®m szerkezet mechanikai tulajdons§gai 

nagys§grendekkel jobbak voltak, mint a polimer komponensbŖl k®sz¿ltek®.  

 

28. §bra Ti-6Al-4V anyag¼ pentamon r§cs szelekt²v l®zer ºmleszt®ssel (SLM) k®sz²tve, 

biol·giai felhaszn§l§sra [65] 

 

Wenwang Wu ®s t§rsai kiralit§s szempontj§b·l rendezt®k a strukt¼r§kat (29. §bra) [66]. 

Vizsg§lt§k a strukt¼r§k hat§s§t a mechanikai tulajdons§gaikra ®s az alakv§ltoz§si 
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mechanizmusukra, valamint a kiralit§s hat§s§t tºbbek kºzºtt a rezg®s csºkkent®s®re, energia 

elnyel®sre.  

 

29. §bra 2D alap-strukt¼r§k csoportos²t§sa kiralit§s szempontj§b·l [66] 
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3. A VIZSGĆLT AKUSZTIKUS METAANYAG MODELL JE 

Az §ltalunk vizsg§lt akusztikus metaanyagokat a fononikus metaanyagok kºz® tudom 

besorolni, ahol egy hordoz· anyagban rezon§torok vannak elhelyezve. A dinamikus 

rezg®scsºkkentŖktŖl legink§bb az ºsszetevŖk m®rete ®s mennyis®ge v§lasztja el: itt 

nagysz§m¼ ®s kism®retŤ egys®gek l®teznek. A sz§munkra fontos energia-elnyelŖ k®pess®get 

belsŖ szerkezete adja, amit tºmeg-rug·-rezg®scsillap²t· alrendszerekkel, rezon§torokkal 

modellez¿nk [67]. Ezek a mikro-, nano-m®retŤ rezon§torok [68] tºmeg-a-tºmegben 

rendszerrel nyelik el a gerjesztŖ rezg®st k¿lºnbºzŖ frekvenci§kon a dinamikus 

rezg®scsillap²t§shoz hasonl·an [5, 7], ®s ²gy jºn l®tre a rezg®selnyel®s az adott gerjeszt®si 

frekvenci§n [69].  

3.1 Tºmeg-a-tºmegben modell 

 

30. §bra. Tºmeg-a-tºmegben modell 

Az §ltalunk vizsg§lt akusztikus metaanyagok modellez®s®nek alapegys®ge a k®t tºmegbŖl 

άȟά  ®s az azokat ºsszekºtŖ ί rug·merevs®gŤ rug·b·l §ll·, k®t-szabads§gfok¼, tºmeg-a-

tºmegben elrendez®sŤ rezgŖ rendszer, ahol a gerjeszt®s a k¿lsŖ, ά  tºmeget ®ri (30. §bra). A 

modellre a kºvetkezŖ mozg§segyenletek ²rhat·k fel: 

 άό ί ό ό ὊÅØÐ Ὥ‫ὸ  (6) 

 άό ί ό ό π (7) 

A (6, 7) egyenletek megold§s§t az (8, 9) alakban keresve kapjuk a (10, 11) amplit¼d·kat: 

 ό ὃÅØÐὭ‫ὸ (8) 

 ό ὃÅØÐὭ‫ὸ (9) 

 ὃ  (10) 

 ὃ  (11) 

ҡ Ґ л 

m1 s
2
 

u
1
 

F(t) 

m2 
u

2
 



32 

A rezg®st elnyelŖ abszorber koncepci·ja szerint ό π, ha ί ά‫ π, azaz ‫

ίȾά ‫ , ahol ‫  a csatolt rug·-tºmeg saj§t kºrfrekvenci§ja. Ezt behelyettes²tve a (6) 

®s (7) egyenletekbe: 

 ίό Ὂὸ (12) 

 άό ίό=0 (13) 

A k®t egyenletet ºsszevonva kapjuk: 

 Ὂὸ άό (14) 

Azaz a k¿lsŖ gerjesztŖ erŖt elimin§lja a csatolt tºmeg az άό tehetetlens®gi erŖvel a ί 

rug·n kereszt¿l. Teh§t az abszorber a csatolt tºmeg rezonanci§j§t haszn§lja fel a fŖ rendszer 

meg§ll²t§s§ra, ha a gerjeszt®s frekvenci§ja megegyezik a csatolt tºmeg lok§lis ‫ ίȾά  

saj§t kºrfrekvenci§j§val.  

 

3.2 Negat²v effekt²v tºmeg 

A metaanyagok alapegys®g®nek, a k®t szabads§gfok¼ tºmeg-a-tºmegben alrendszerŤnek a 

mŤkºd®s®t egy tºmegŤ, azaz egy szabads§gfok¼ rendszerk®nt ®rtelmezve jutunk el az effekt²v 

tºmeghez (31. §bra). 

 

 

31. §bra. Effekt²v tºmeg ®rtelmez®se a tºmeg-a-tºmegben modell alapj§n 

Ennek az alrendszernek a hat§s§ra ¼gy tekintj¿k, mintha azt egyetlen tºmeg hozn§ l®tre. A k®t 

modell lend¿let®nek egyenlŖnek kell lennie: 

 ά  ά  ά  (15) 

Mivel a gerjeszt®s adja mindk®t tºmeg mozg§s§nak a kºrfrekvenci§j§t, a (15) egyenletbe a 

sebess®geket behelyettes²tve: 
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 ά ὃ άὃ ά ὃ (16) 

Felhaszn§lva a (10) ®s (11) egyenleteket, kis §talak²t§ssal, ‫ ίȾά  bevezet®s®vel: 

 ά ά ά  (17) 

 ά ά ά  (18) 

 ά ά ά  (19) 

m1 tºmeggel leosztva jutunk a 32. §br§hoz.   

 

32. §bra. Dimenzi· n®lk¿li effekt²v tºmeg (meff/m1) a gerjesztŖ kºrfrekvencia (ɤ/ɤ2) 

f¿ggv®ny®ben 

Amikor a gerjesztŖ erŖ kºrfrekvenci§ja kisebb, mint a csatolt tºmeg saj§t kºrfrekvenci§ja 

(ɤ<ɤ2), akusztikus m·dr·l besz®l¿nk, az effekt²v tºmeg pozit²v ®s a k®t tºmeg azonos 

f§zisban rezeg. Optikai m·dnak nevezz¿k azt az §llapotot, amikor a gerjeszt®s frekvenci§ja a 

nagyobb (ɤ>ɤ2). Ebben az esetben az effekt²v tºmeg lehet pozit²v vagy negat²v, de a k®t 

tºmeg ellent®tes f§zisban, azaz 180
0
ïos f§ziseltol·d§ssal mozog. Negat²v effekt²v tºmeg 

abban a szŤk s§vban ad·dik, amikor a gerjeszt®s frekvenci§ja nem sokkal nagyobb a csatolt 

tºmeg saj§t frekvenci§j§n§l. Ezt a saj§t frekvencia feletti frekvencia tartom§nyt, ahol a fŖ test 

a gerjeszt®s ellen®re is szinte mozdulatlan marad, frekvencias§v-r®snek nevezz¿k. 
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3.3 Nem-line§ris tºmeg-a-tºmegben alrendszer 

Nem-line§ris karakterisztik§j¼ rug· eset®n a modell kis m®rt®kben v§ltozik (33. §bra). 

 

33. §bra. Nem-line§ris abszorber koncepci·ja 

A gerjesztŖ erŖ fel²r§sa: 

 Ὂ В Ὢὧέίὲ“ ὸ (20) 

 В ὥὧέί ὧὥ‌ȟρȟ ὸ (21) 

 Ὕ ς  ς‍ ȟ  (22) 

ahol ɓ a B®ta f¿ggv®ny, ami az Ŭ-t·l f¿gg.  

A mozg§st le²r· egyenletek a kºvetkezŖk: 

 άό ί ό ό ȿό όȿ Ὂὧὥ‌ȟρȟ ὸȿὧὥ‌ȟρȟ ὸȿ  (23) 

 άό ί ό ό ȿό όȿ π (24) 

A megold§st keress¿k az al§bbi form§ban, a levezet®sek n®lk¿l csak a v®geredm®nyre 

koncentr§lva (l§sd [70]): 

 ό ὃὧὥ‌ȟρȟ ὸ (25) 

 ό ὄὧὥ‌ȟρȟ ὸ (26) 

 άὃ άὄ Ὂ  (27) 

 ά  ὄ ί ὄ ὃȿὃ ὄȿ π (28) 

A nem-line§ris effekt²v tºmeg: 
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 ά ά ά
 

Ⱦ

 
Ⱦ  (30) 

Az effekt²v tºmeg negat²v, ha: 

 ρ ρ
Ⱦ

 (31) 

   ρ ‌ (32) 

Nagyon fontos felh²vni a figyelmet arra, hogy a nem-line§ris tºmeg-a-tºmegben t²pus¼ rezgŖ 

rendszernek a line§risn§l sz®lesebb a frekvencias§v-r®se, ahol meg§ll²tja a hull§mokat. A 

frekvencias§v-r®s sz®less®ge nŖ, ahogy a rug· nem-line§ris tulajdons§ga nºvekszik, azaz a 

meg§ll²t· s§v-r®s sz®less®ge a line§ris esetben a legkeskenyebb. A nem-line§ris param®tertŖl 

f¿ggŖen v§ltozik a rezonancia-rendszer poz²ci·ja is.  

3.4 Negat²v effekt²v tºmeg a gyakorlatban 

Tal§n a legismertebb felhaszn§l§sa a negat²v effekt²v tºmegnek az amerikai hadsereg §ltal 

kor§bban ¿zemeltetett F-117A Nighthawk rep¿lŖg®p, azaz a Lopakod·. R§di· hull§mok 

elimin§l§sa volt a c®l, viszont a mŤkºd®si elv igen hasonl· az akusztikus metaanyagok®hoz. 

A g®p egyr®szt a formatervez®se, m§sr®szt az ac®lgoly·s fest®kbevonata miatt volt l§thatatlan 

a radar sz§m§ra. Ez ut·bbi elektromosan szigetelt, speci§lis m®retŤ vas-pentakarbonil 

(Fe(CO)5) goly·kb·l §ll, be§gyazva k®tkomponensŤ epoxy fest®kbe. Minden egyes kis goly· 

kvarc (SiO2) bevonattal van ell§tva szigetel®si c®llal egy szabadalmaztatott elj§r§s 

seg²ts®g®vel. A gerjesztŖ radar hull§mok rezg®seket induk§lnak az altern§l· m§gneses 

mezŖvel a goly·kban, amelyek a radar hull§mok energi§j§t saj§t mozg§sukon kereszt¿l hŖv® 

alak²tj§k. A keletkezett hŖ §tad·dik a rep¿lŖg®p test®re, ahol disszip§l·dik.  

 

34. §bra. Negat²v effekt²v tºmegŤ alapegys®g fel®p²t®se 

Hogyan lehet teh§t elŖ§ll²tani azt a strukt¼r§t, amely Ănegat²v tºmegŤò v§lasszal reag§l egy 

adott frekvenci§j¼ gerjeszt®sre nem sokkal a saj§t frekvenci§ja felett? A metaanyag alegys®ge 
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lehet p®ld§ul egy gºmb alak¼ vasmag, egy kºnnyŤ, merev burkol· h®j ®s a kettŖ kºzºtt gumi 

vagy m§s alkalmasan megv§lasztott, anizotrop rugalmas anyag (szilikon, bizmut) (34. §bra). 

Amikor ɤ<ɤ2, a mag r®sz azonos f§zisban mozog a gerjesztŖ hull§mokkal, az effekt²v tºmeg 

pedig pozit²v. Amikor viszont ɤ>ɤ2, a mag r®sz ellent®tes f§zisban rezeg a gerjesztŖ 

hull§mokkal, valamint a k¿lsŖ merev h®jjal.  Nem sokkal a csatolt tºmeg (azaz a belsŖ mag ®s 

a rugalmas kitºltŖ anyag) saj§tfrekvenci§ja fºlºtt tºrt®nŖ gerjeszt®s hat§s§ra ¼gy fog tŤnni, 

mintha a testnek Ănegat²v tºmegeò lenne.  

Az alegys®geket sorba kºtve egydimenzi·s rendszert kapunk (35. §bra). 

 

 

35. §bra. Akusztikus metaanyag egydimenzi·s alapegys®ge [70] 

 

A sorba kºtºtt egys®gek effekt²v tºmege: 

 ά ά ά

Ⱦ

Ⱦ  (33) 

A k¿lºnbºzŖ csatolt tºmegek k¿lºnbºzŖ frekvenci§kon hoznak l®tre negat²v effekt²v tºmeget 

(36. §bra). 

 

36. §bra. Negat²v effekt²v tºmeg frekvencias§v-r®s eltol·d§sa nem-line§ris rendszer eset®n 

[70] 
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A metaanyagokkal folytatott k²s®rletek c®lj§b·l ºssze§ll²t§sra ker¿lt egy egyszerŤ rendszer, 

ahol egy befogott metaanyag tart· egyik oldal§t egy frekvencia-vez®relt vibr§tor gerjeszti, a 

m§sik oldal§t pedig egy gyorsul§sm®rŖ m®ri. Mind a k®t jelet egy jelanaliz§tor ºsszes²ti, ®s az 

adatokat tov§bb²tja egy laptopra, szofveres feldolgoz§s, rºgz²t®s ®s a Frekvencia V§lasz 

F¿ggv®ny (FRF) elŖ§ll²t§sa c®lj§b·l. A k²s®rleti berendez®s §ltal m®rt FRF ¼gy lett 

meghat§rozva, mint a gyorsul§sm®rŖ kimeneti fesz¿lts®g jele ®s a vibr§tor bemeneti 

fesz¿lts®g jel®nek ar§nya a frekvencia f¿ggv®ny®ben. A 37. §bra egy erŖsen nem-line§ris, 

h§rom f®le csatolt tºmeggel ell§tott metanyag csillap²t§si ®rt®keit mutatja a gerjeszt®si 

frekvencia f¿ggv®ny®ben [71]. 

 

 

37. §bra. K²s®rleti berendez®s §ltal m®rt Frekvencia V§lasz F¿ggv®ny (FRF) [71] 

A folytonos vonal mutatja a k²s®rlet eredm®nyeit, m²g a szaggatott vonal az elm®leti 

sz§m²t§sok®t. L§that·, hogy a Ăbeszakad§sokò mindig a csatolt tºmegek saj§t frekvenci§i 

feletti frekvencia-tartom§nyban jelentkeznek, a rug·k erŖsen nem-line§ris tulajdons§gainak 

megfelelŖen igen sz®les s§vban. 

 

3.5 A ĂTap®taò-jellegŤ metaanyag strukt¼ra 

A metanyag szakirodalm§nak vizsg§lata sor§n mer¿lt fel bennem a gondolat, hogy a fŖ 

tºmeghez p§rhuzamosan csatolt rezon§l· tºmegekkel kv§zi k®t-dimenzi·s rezg®scsºkkentŖ 

eszkºzt lehetne l®trehozni. Az elk®pzel®snek a ĂTap®taò nevet adtam (38. §bra). Felt®teleztem 

a gy§rthat·s§g szem elŖtt tart§sa miatt, hogy egy egyszerŤ, de haszn§lhat· tºmeg-a-tºmegben 

metastrukt¼ra alegys®g 4-5 csatolt tºmegn®l tºbbet nem tartalmazhat. Ha mindegyik kellŖen 

sz®les s§vban tud csillap²tani, amihez c®lszerŤen v§lasztott nem-linearit§s¼ 
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rug·karakterisztik§kra lesz sz¿ks®g, akkor lefedhetŖ lesz vele egy legal§bb 600-800 Hz 

sz®less®gŤ frekvenciatartom§ny, ami m§r haszn§lhat· szintŤ vibr§ci·csºkkentŖ anyagot 

eredm®nyez. 

 

38. §bra ĂTap®taò-jellegŤ metastrukt¼ra elemi egys®ge 

A ĂTap®taò alapegys®g 2x2 m§trix kioszt§sa miatt ºt szabads§gfok¼ rendszer jºtt l®tre, ahol a 

hordoz· r®teg ®s a fedŖ r®teg biztos²tja a fŖ tºmeget (ά ), amiben n®gy darab, k¿lºnbºzŖ 

tºmegŤ csatolt tºmeg ker¿l elhelyez®sre (ά ) (38. §bra). A hordoz· r®teg (jobbra) ®s a fedŖ 

r®teg (balra) egy ragaszt·r®teggel (vºrºs sz²n) ker¿l egyes²t®sre, a csatolt tºmegek pedig a 

fedŖr®tegben c®lszerŤen kialak²tott cs®sz®csk®kbe ker¿lnek. A cs®sz®k fala adja a 

rugalmass§got ®s egy csek®ly csillap²t§st a csatolt tºmegekhez, amelyeket kis elmozdul§sok 

miatt line§ris karakterisztik§val kºzel²thet¿nk. Ha a csillap²t§st nºvelni szeretn®nk, akkor a 

cs®sz®ket kitºlthetj¿k a csatolt tºmegek kºr¿l valamilyen elasztikus anyaggal. Ennek az 

alegys®gnek a m®rete millim®teres nagys§grendŤ lehet, ®s a nev®bŖl ad·d·an s²kban ker¿lnek 

egym§s mell® elhelyez®sre. 

A fizikai modell matematikai le²r§sa (transzl§ci·s mozg§st felt®telezve) az egy szabads§gfok¼ 

modellbŖl a k®t szabads§gfok¼n kereszt¿l lett elv®gezve, kiterjesztve az ºt ®s n szabads§gfok¼ 

modellre is. A le²r§shoz forg·vektoros megold§st haszn§ltam. 

Transzl§ci·s modell 

Ez a fejezet az I. t®zist eredm®nyezŖ, forg·vektorokkal v®gzett levezet®seket mutatja be. 

Egy szabads§gfok¼, gerjesztett, csillap²tott, transzl§ci·s rezg®s 

Az egy szabads§gfok¼, viszk·zus csillap²t§s¼, periodikus gerjeszt®sŤ rezg®si modell (39. 

§bra) egy tºmegbŖl, egy sebess®ggel line§risan ar§nyos (Ὂ þĕ Ὧὼ), viszk·zus 
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csillap²t§sb·l ®s egy line§ris karakterisztik§j¼ (Ὂ ĕ ίὼ) rug·b·l §ll [72]. A gerjeszt®st 

sinus f¿ggv®nnyel ²rom le. 

 

39. §bra Egy szabads§gfok¼, periodikus gerjeszt®sŤ, viszk·zus csillap²t§s¼ rezgŖ rendszer 

modellje 

ĉrjuk fel a rendszer mozg§segyenleteit az impulzus-t®tel alapj§n [5, 7, 72] 

άὼ ὊÓÉÎ‫ὸ Ὧὼ ίὼ  (34) 

kis §talak²t§ssal: 

άὼ Ὧὼ ίὼ ὊÓÉÎ‫ὸ  (35) 

A mozg§st le²r· egyenlet egy §lland· egy¿tthat·j¼, line§ris inhomog®n differenci§legyenlet, 

amelynek a megold§sa a homog®n egyenlet §ltal§nos (ὼ) ®s az inhomog®n egyenlet 

partikul§ris megold§s§b·l (ὼ) tevŖdik ºssze. A homog®n egyenlet megold§sa a csillap²t§s 

miatt idŖvel teljesen megszŤnik, az inhomog®n r®sz partikul§ris r®sze hordozza a gerjesztett 

rezg®st, ez ut·bbira ford²tjuk figyelm¿nket [5, 7]. 

Mivel az egyenlet minden tagja azonos ‫  szºgsebess®ggel forog, harmonikusan v§ltozik, az 

egyenletet forg· vektorokkal §br§zolom (ű a gerjesztŖ erŖ ®s a gerjesztett rezg®s kºzºtti 

f§ziseltol·d§s, ami a csillap²t§snak kºszºnhetŖ). Az §br§zol§s sor§n a harmonikus 

rezgŖmozg§s elmozdul§s, sebess®g, gyorsul§s vektorait a 40. §bra szeml®lteti. Ez alapj§n az 

(35) egyenletben szereplŖ erŖk forg·vektorai a 41. §br§n l§that·ak, ahol az eredŖ erŖt 

DôAlembert elv®nek megfelelŖen ellent®tes ir§nyban (szaggatott vonallal) §br§zolom, hogy a 

vektorok egyens¼lyi helyzetet alkossanak [5]: 
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 40. §bra Forg·vektor koordin§t§k 41. §bra Egyens¼lyi erŖrendszer forg·vektorai 

ĉrjuk fel a Ὠ ®s ὺ ir§ny¼ egyens¼lyi erŖvektor egyenleteket az impulzus tºrv®ny alapj§n [5]: 

Ὠȡ    π Ὂὧέί•άὃ‫ ίὃ  (36) 

ὺȡ    π ὊίὭὲ•Ὧὃ‫   (37) 

Kis §trendez®ssel: 

Ὠȡ    Ὂὧέί•ὃί ά‫   (38) 

ὺȡ    ὊίὭὲ•Ὧὃ‫   (39) 

A (39) egyenletet elosztva az (38) egyenlettel kapjuk meg a f§ziseltol·d§s ®rt®k®t: 

ὸὫ•   (40) 

Kiemelve az ά tºmeget, bevezetve a ‍  fajlagos csillap²t§si t®nyezŖt ®s ‫  

ºsszef¿gg®st: 

ὸὫ•   (41) 

Osszuk el ‫ -tel mind a nevezŖt, mind a sz§ml§l·t, ®s alkalmazzuk a Lehr-f®le Ὀ  

csillap²t§si viszonysz§mot, ahol Ὧ ςά:a kritikus csillap²t§si t®nyezŖ ‫ 

ὸὫ•
   

  (42) 
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ĉgy a gerjesztŖ erŖ ®s az elmozdul§s kºzºtt l®trejºvŖ f§ziseltol·d§s [5]: 

• ὥὶὧ ὸὫ   (43) 

A (38), (39) egyenleteket n®gyzetre emelve ®s ºsszeadva kapjuk az amplit¼d· ®rt®k®t: 

Ὂ ὧέί• ίὭὲ ὃ ί ά‫ Ὧ‫  (44) 

ὃ   (45) 

BŖv²ts¿k itt is a nevezŖt ®s a sz§ml§l·t ράϳ -mel, vezess¿k be a ‍ Ὧςάϳ  fajlagos 

csillap²t§si t®nyezŖt, az ‫ ίάϳ  ºsszef¿gg®st, valamint a ὼ Ὂ ίϳ statikus 

rug·megny¼l§st: 

ὃ  (46) 

BŖv²ts¿k az egyenleteket ‫ ‫ϳ -tel, valamint vezess¿k be a Ὀ ὯὯ Ὧςά‫ ‍‫ϳϳϳ  

csillap²t§si viszonysz§mot: 

ὃ  (47) 

Ez alapj§n a dimenzi· n®lk¿li ὃὼϳ  nagy²t§si t®nyezŖ [5] : 

  (48) 

Nem-line§ris karakterisztik§j¼ egy szabads§gfok¼ rezg®s 

Ha a rug·erŖk ®s a csillap²t§si erŖk line§risan v§ltoznak az elmozdul§s ®s a sebess®g 

v§ltoz§s§val, akkor a harmonikus mozg§s egyenletei analitikusan megoldhat·ak, m²g ha a 

v§ltoz§sok nem-line§risak, akkor csak kºzel²tŖ elj§r§sok l®teznek. [73] 

A nem-line§ris rug·-karakterisztik§j¼, viszk·zus csillap²t§s¼, egy szabads§gfok¼ rezg®s 

mozg§segyenlet®t elŖszºr G. Duffing ²rta fel ®s oldotta meg megkºzel²tŖen, m®g 1918-ban 

[74]: 

ὼὸ ὥὼὸ ‘ὼ ὸ ‗ὼὸ Ὂὸ (49) 



42 

L§that·, hogy a nem-line§ris rug·-karakterisztik§t harmadfok¼ f¿ggv®nnyel kºzel²tette. Az 

egyenlet megold§s§ban a harmadfok¼ tag eset®ben a ίὭὲ ὸ
 

 azonoss§g 

felhaszn§l§s§val csºkkentj¿k a hatv§nyt. Ennek megfelelŖen a forg·vektoros §br§zol§sban a 

Duffing egyenlet tartalmaz egy olyan tagot, amely nem a tºbbi vektorral azonos 

szºgsebess®ggel forog, hanem annak h§romszoros§val. Emiatt, valamint amiatt, hogy az 

elmozdul§s, sebess®g ®s gyorsul§s vektorok kºzºtt nem §lland· a f§zisk®s®s, a nem-line§ris 

megold§s forg·vektorral is csak kºzel²tŖ lehet. 

A 42. §br§n l§that· a Duffing egyenlet forg·vektoros §br§zol§sa. A line§rishoz k®pest egy 

‘ὼ taggal bŖv¿lt az egyenlet, amely nem a tºbbi vektorral azonos  ’ὸ szºgsebess®ggel 

forog. Ezt a tagot fel lehet bontani k®t vektorra, mindkettŖ az elmozdul§ssal egyenesen 

ar§nyos, az egyik  ’ὸ, a m§sik σ ’ὸ szºgsebess®ggel forog. Ez persze elegendŖ ahhoz, 

hogy analitikus megold§sa forg·vektorral se legyen az egyenletnek, viszont kºzel²tŖ 

megold§s tºbb is l®tezik. 

 

42. §bra: Nem-line§ris rug·karakterisztik§j¼ egy-szabads§gfok¼ rezgŖ rendszer erŖinek 

forg·vektoros §br§zol§sa [74] 

A 43. §bra mutatja be a nem-line§ris, progressz²v rug·merevs®gŤ rezgŖ rendszer rezonancia 

viszonyait [74]. A zºld ny²l jelzi az amplit¼d· alakul§s§t a gerjeszt®si frekvencia nºvel®se 

mellett, m²g a piros ny²l annak csºkkent®se eset®n tapasztalhat· maxim§lis kit®r®seket 

mutatja. L§that·, hogy mindk®t ir§ny tartalmaz egy ugr§st, ahol az instabil r®sz §tugr§s§val 

folytatja az ¼tj§t a gºrbe. Az §bra legfontosabb r®sze viszont a szaggatott vonal¼ Ăgerincò 

jobbra dŖl®se, amely egy viszonylag sz®les frekvencias§v¼ rezonancia jelens®get mutat. Ez a 

line§rishoz k®pest t§gabb s§vsz®less®gŤ rezg®scsºkkent®st tesz lehetŖv®. 
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43. §bra: Nem-line§ris rug·merevs®gŤ rezgŖ rendszer rezonancia-viszonyai [12] 

A ĂTap®taò-jellegŤ modell le²r§sa szempontj§b·l a tov§bbiakban maradok a line§ris rug· 

karakterisztik§n§l. 

K®t szabads§gfok¼, gerjesztett, csillap²tott, transzl§ci·s rezg®s 

A kor§bban m§r ismertetett dinamikus rezg®scsillap²t§s alapja a k®t szabads§gfok¼, viszk·zus 

csillap²t§s¼, periodikus gerjeszt®sŤ rezg®si modell. Ez k®t tºmegbŖl ),( 21 mm , k®t, 

sebess®ggel line§risan ar§nyos csillap²t§sb·l (21,kk  ahol Ὂ þĕ Ὧὼ) ®s k®t, line§ris 

karakterisztik§j¼ rug·b·l §ll ),( 21 ss , ahol az )(tF  periodikus gerjeszt®s az 1m  tºmeget 

terheli. Az alkot·elemek ºssze§ll²t§sa, azaz a modell a 44. §br§n l§that·. 

 

44. §bra K®t szabads§gfok¼, gerjesztett, csillap²tott rezg®s modellje 

A k®t tºmegre k¿lºn-k¿lºn fel²rhat·ak a mozg§st le²r· differenci§l-egyenletek: 

άὼ Ὧὼ Ὧ ὼ ὼ ίὼ ί ὼ ὼ ὊÓÉÎ ‫ὸ (50) 

άὼ Ὧ ὼ ὼ ί ὼ ὼ π  (51) 
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Bontsuk fel a z§r·jeleket: 

άὼ Ὧὼ Ὧὼ Ὧὼ ίὼ ίὼ ίὼ ὊÓÉÎ ‫ὸ (52) 

άὼ Ὧὼ Ὧὼ ίὼ ίὼ π  (53) 

Az (53) egyenletet n®zhetj¿k ¼gy, mint ºt erŖ egyens¼ly§t DôAlembert szerint, elŖjelv§lt§st 

kºvetŖen. Az elŖjelv§ltott (53)-es egyenletet szeml®ltess¿k ism®t forg· vektorokkal (45. 

§bra). A gerjesztŖ-erŖ nem vesz r®szt kºzvetlen¿l az ά  test mozgat§s§ban, csak az 

®rtelmez®s miatt szerepel. 

   

45. §bra Csatolt tºmegre hat· erŖrendszer  46. §bra Csatolt tºmeg eredŖ erŖvel 

A Ὧὃ‫ȟίὃ erŖvektorokat helyettes²ts¿k egyetlen Ὂ eredŖ erŖvel (46. §bra), ®s ezzel 

visszavezetj¿k a feladatot egy egy-szabads§gfok¼ probl®m§ra. Ezek alapj§n az άȟὯȟί 

rezgŖ rendszernek • •  f§ziseltol·d§sa van az Ὂ eredŖ erŖhºz k®pest,. A tov§bbi 

levezet®sekn®l haszn§ljuk a kºvetkezŖ ºsszef¿gg®seket: ί ‫ά , 

Ὀ Ὧ ςά‫ ‍ ‫ϳϳ . Az Ὂ eredŖ erŖ Ὠ koordin§tatengellyel bez§rt szºge ®s 

nagys§ga: 

• ὥὶὧ ὸὫ ὥὶὧ ὸὫς ὥὶὧ ὸὫςὈ   (54) 

ȿὊȿ Ὧὃ‫ ίὃ ὃ Ὧ‫ ί (55) 

A (55) egyenletn®l emelj¿k ki ί-Ŗt, majd helyettes²ts¿k be Ὀ-Ŗt: 

ȿὊȿ ὃί τ ρ ὃί τὈ ρ (56) 
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Ez alapj§n a csatolt tºmeg statikus amplit¼d·ja: 

ὼ ὃ τὈ ρ  (57) 

L§that·, hogy az ά  tºmeget gerjesztŖ Ὂ eredŖ erŖnek csak a nagys§ga f¿gg az ά  tºmeg 

mozg§s§t·l, a Ὠ koordin§tatengellyel bez§rt szºge nem.  

A k®t tºmeg rezg®se kºzºtti •  f§zisk®s®st a kºvetkezŖ ºsszef¿gg®ssel kapjuk meg: 

• ὥὶὧ ὸὫ • ὥὶὧ ὸὫ ὥὶὧ ὸὫςὈ  (58) 

Mivel ismert az ὥὶὧ ὸὫὼ ὥὶὧ ὸὫώ ὥὶὧ ὸὫ  trigonometriai ºsszef¿gg®s, az ά  

f§zisk®s®se az ά -hez k®pest (az egyszerŤs²t®s menet®t mellŖzve): 

• ὥὶὧ ὸὫ ὥὶὧ ὸὫ  (59) 

A (47) ®s (59) egyenletek felhaszn§l§s§val kapjuk meg a csatolt tºmeg maxim§lis 

elmozdul§s§t: 

ὃ ὃ  (60) 

L§that·, hogy ha az ά  tºmeg §ll, azaz ὃ π, akkor az ά  tºmeg sem hozhat· mozg§sba, 

ellent®tben a csillap²t§s n®lk¿li esettel, ahol megfelelŖen be§ll²tott ί, ά , ί, ά  ®rt®kek 

mellett, ‫ ‫  gerjeszt®s sor§n az ά  tºmeg §ll·ra f®kezhetŖ. A (60) alapj§n 

meghat§rozhat· a k®t test rezg®si amplit¼d·inak viszonya, amit amplit¼d· ar§nynak 

neveztem el ®s Ὃ -vel jelºltem: 

Ὃ   (61) 

Az ά  tºmegre vonatkoz· ὃȾὼ  nagy²t§si t®nyezŖ a (48) egyenlet alapj§n: 
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  (62) 

Az ά  tºmeg mozg§s§ra vonatkoz· forg·vektoros §br§zol§shoz elŖszºr az (53) egyenletet 

rendezz¿k §t, majd helyettes²ts¿k be (52)-be: 

άὼ Ὧὼ Ὧὼ ίὼ ίὼ   

άὼ Ὧὼ ίὼ άὼ ὊÓÉÎ‫ὸ (63) 

A (63) egyenletet rendezz¿k §t DôAlembert szerint: 

π ὊÓÉÎ‫ὸ άὼ Ὧὼ ίὼ άὼ (64) 

A (64) egyenletet §br§zoljuk ism®t forg· vektorokkal (47. §bra). A gerjesztŖ erŖ felel az 

άȟὯȟί rendszer gerjeszt®s®n fel¿l az ά  gyors²t§s§®rt is. •  az  ά  tºmeg Ὂ gerjesztŖ-

erŖhºz m®rt f§ziseltol·d§sa, •  pedig tov§bbra is az ά  tºmeg ®s az ά  tºmeg mozg§sa 

kºzºtti f§ziseltol·d§s. Mind az Ὂ, mind az άὼ  vektort bontsuk fel Ὠ, ὺ ir§ny¼ 

komponensekre (•  a (59) egyenlet alapj§n sz§molhat·): 

             

47. §bra Az ά  testre hat· forg·vektorok        48. §bra Tºmeg-a-tºmegben alrendszer  

ĉrjuk fel az erŖvektorok Ὠ ®s ὺ ir§ny¼ egyens¼ly§t DôAlembert szerint, majd fejezz¿k ki az 

Ὂ vektorkomponenseket: 

Ὠȡ   ίὃ Ὂὧέί• άὃ‫ άὃ•‫ὧέί   (65) 

       Ὂὧέί•  ίὃ άὃ‫ άὃ•‫ὧέί  (66) 

ὺȡ   ὊίὭὲ• Ὧὃ‫ άὃ•‫ίὭὲ   (67) 
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Helyettes²ts¿k be (61) alapj§n az ὃ Ὃ ὃ ºsszef¿gg®st, majd emelj¿k ki ὃ-et: 

Ὂὧέί•  ίὃ άὃ‫ άὋ ὃ•‫ὧέί  (68) 

ὊίὭὲ• Ὧὃ‫ άὋ ὃ•‫ίὭὲ   (69) 

Ὂὧέί• ὃ  ί ά‫ άὋ •‫ὧέί  (70) 

ὊίὭὲ• ὃ Ὧ‫ άὋ •‫ίὭὲ   (71) 

Fejezz¿k ki (70) ®s (71) felhaszn§l§s§val a • -et, amely az Ὂ gerjesztŖ erŖ ®s a ά  

elmozdul§sa kºzºtti f§ziseltol·d§s, valamint az ά  maxim§lis elmozdul§s§t, az ὃ-et: 

ὸὫ•
 

  (72) 

Ὂ ὧέί• ίὭὲ•

ὃ  ί ά‫ άὋ •‫ὧέί Ὧ‫ άὋ •‫ίὭὲ  (73) 

ὃ
 

 (74) 

Csillap²tott tºmeg-a-tºmegben alrendszer 

A tºmeg-a-tºmegben alrendszer modellje viszk·zus csillap²t§ssal a 48. §br§n l§that· [70]. A 

gerjesztŖ erŖ kºzvetlen¿l az ά  tºmegen hat, m²g a k®t tºmeg mozg§sa kºzºtti kapcsolatot az 

ί rug· ®s a Ὧ csillap²t§s biztos²tja. A k®t tºmeg egym§shoz viszony²tott mozg§sa, azaz a 

f§ziseltol·d§s ®s az amplit¼d· ar§ny le²rhat· a k®t-szabads§gfok¼ rendszern®l meg§llap²tott 

(59) ®s (61) egyenletekkel. Mindk®t v§ltoz· csak a Ὀ  csillap²t§si viszonysz§mt·l ®s az 

‫ ‫ϳ  frekvencia ar§nyt·l f¿gg.  A •  f§ziseltol·d§s diagramj§t a 49. §bra szeml®lteti.  

       

 49. §bra • Ὀȟ  f§ziseltol·d§s  50. §bra Ὃ Ὀȟ  amplit¼d· ar§ny 
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L§that·, hogy a legnagyobb f§zis-k¿lºnbs®g csillap²t§s n®lk¿l jºn l®tre, ekkor az ‫  

saj§tfrekvencia feletti gerjesztŖ frekvenci§k eset®ben a k®t tºmeg ellent®tes f§zisban rezeg. A 

csillap²t§s nºveked®s®vel csºkken a f§zisk®s®s maximuma, a kritikus csillap²t§st meghalad· 

®rt®kek eset®ben nem haladja meg a 90х-ot, ®s a maxim§lis ®rt®kek az ‫  saj§tfrekvenci§t·l 

egyre ink§bb jobbra tol·dnak el a csillap²t§s nºvel®s®vel. A gerjesztŖ frekvencia nºvel®s®vel 

a f§ziseltol·d§s ®rt®ke szint®n 90х-hoz tart.  

A Ὃ ὃ ὃϳ  amplit¼d· ar§nyt §br§zolja a 50. §bra k¿lºnbºzŖ csillap²t§sok eset®n. A 

maxim§lis ®rt®ket itt is a csillap²t§s n®lk¿li eset jelenti, m®gpedig az ‫  saj§t frekvenci§n 

tºrt®nŖ gerjeszt®s eset®ben. A csillap²t§s nºveked®s®vel csºkken a k®t amplit¼d· kºzºtti 

k¿lºnbs®g, ®s a maxim§lis ®rt®kek balra tol·d§sa figyelhetŖ meg. 

 

¥t szabads§gfok¼, gerjesztett, csillap²tott, transzl§ci·s rezg®s 

A k®t szabads§gfok¼ modell le²r§s§val a ĂTap®taò-jellegŤ metanyag alapegys®g®re jellemzŖ, 

ºt szabads§gfok¼, p§rhuzamosan csatolt tºmegekkel rendelkezŖ modell (51. §bra) 

mozg§s§nak matematikai le²r§sa m§r viszonylag egyszerŤ, hiszen minden egyes csatolt tºmeg 

mozg§s§t csak a fŖ tºmeg mozg§sa befoly§solja, ®s a csatolt tºmegek is csak a fŖ tºmeg 

mozg§s§t befoly§solj§k kºzvetlen¿l. A rug·k ®s csillap²t§sok tov§bbra is line§ris 

karakterisztik§j¼ak. Az alap 5-DoF transzl§ci·s modellben az ά  fŖtºmeget az ί rug· ®s a 

Ὧ csillap²t§s rºgz²ti a fix ponthoz ®s az Ὂ erŖ gerjeszti periodikusan. Mind a n®gy csatolt 

tºmeg (ά ) a fŖ tºmeghez (ά) kapcsol·dik rug·kkal (ί)  ®s csillap²t§ssal (Ὧ) (i=2..5). 

 

51. §bra Transzl§ci·s ºt szabads§gfok¼ (5-DoF) modell 

A testekre k¿lºn-k¿lºn fel²rt mozg§segyenletek a kºvetkezŖk: 
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ά : άὼ ὊÓÉÎ‫ὸ Ὧὼ ίὼ Ὧ ὼ ὼ ί ὼ ὼ Ὧ ὼ ὼ

ί ὼ ὼ Ὧ ὼ ὼ ίὼ ὼ Ὧ ὼ ὼ ί ὼ ὼ  (75) 

ά : άὼ Ὧ ὼ ὼ ί ὼ ὼ  (76) 

ά : άὼ Ὧ ὼ ὼ ί ὼ ὼ  (77) 

ά : άὼ Ὧ ὼ ὼ ίὼ ὼ  (78) 

ά : άὼ Ὧ ὼ ὼ ί ὼ ὼ  (79) 

Behelyettes²tve a (76), (77), (78), (79) egyenleteket a (75)-be:  

άὼ ὊίὭὲ‫ὸ Ὧὼ ίὼ άὼ άὼ άὼ άὼ (80) 

Ćtrendezve DôAlembert szerint az erŖk egyens¼lyi helyzete (52. §bra): 

π ὊίὭὲ‫ὸ άὼ Ὧὼ ίὼ άὼ άὼ άὼ άὼ (81) 

 

52. §bra Az άtºmegre hat· erŖk DôAlembert szerint, 5-DoF eset®n 

Z§r·jelek felold§s§val ®s a (76), (77), (78), (79) egyenletek ¼jrarendez®s®vel: 

άὼ Ὧὼ ίὼ Ὧὼ ίὼ π (82) 

άὼ Ὧὼ ίὼ Ὧὼ ίὼ π (83) 

άὼ Ὧὼ ίὼ Ὧὼ ίὼ π (84) 

άὼ Ὧὼ ίὼ Ὧὼ ίὼ π (85) 
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A (82)-(85) egyenletek mutatj§k a csatolt tºmegekre  (ά , i=2-5) vonatkoz· erŖket. 

Mindegyik egy-egy egy szabads§gfok¼ (1-DoF) rezg®s, Ὂ  erŖ §ltal gerjesztve, ami a Ὧὃ‫  

®s a ίὃ erŖk eredŖje (53. §bra) 

 

 

53. §bra Az i. csatolt tºmegre hat· erŖk a fŖtºmeg ®s az i. csatolt tºmeg mozg§s§ban 

L§that·, hogy nincs kºzvetlen egym§sra hat§suk a csatolt tºmegeknek, mindegyik csak az ά  

fŖtºmeg mozg§s§t befoly§solja.  

Mivel a f§zisk®s®s a gerjesztŖ erŖ ®s az elmozdul§s kºzºtt, majd az amplit¼d· 1-DoF szerint:  

ὸὫ•
 

 (86) 

ὃ  (87) 

A (86) ®s (87) alapj§n a ‪ f§zisk®s®s az Ὂ  eredŖ erŖ (mint gerjeszt®s) ®s a Ὠ elmozdul§s 

kºzºtt, valamint az erŖ maximuma az erŖk egyens¼lya eset®n: 

‪ ὥὶὧ ὸὫςὈ  (88) 

ȿὊȿ ὃί τὈ ρ (89) 

A ‪ f§zis k®s®s nem f¿gg az ά  tºmeg mozg§s§t·l. A (88) (89) egyenletek szerint a Ὠ ®s Ὠ 

elmozdul§sok kºzºtt l®trejºvŖ • f§zisk®s®s, valamint az amplit¼d· ar§nyok: 
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• ὥὶὧ ὸὫ
   

 (90) 

Ὃ  (91) 

A Ὠ ®s ὺ ir§nyban fel²rt erŖ egyens¼ly fel²rhat· DôAlembert szerint a (81) egyenlet alapj§n 

(52. §bra): 

Ὠȡ  ίὃ Ὂὧέί• άὃ‫ В ά ὃ‫ὧέί•  (92) 

 Ὂὧέί•  ίὃ άὃ‫ В ά ὃ‫ὧέί• (93) 

ὺȡ ὊίὭὲ• Ὧὃ‫ В ά ὃ‫ίὭὲ• (94) 

"ÅÈÅÌÙÅÔÔÅÓþÔÖÅ ὃ Ὃ ὃ a (91) ÁÌÁÐÊÜÎ, majd kiemelve ὃ ÁÍÐÌÉÔĭÄĕÔ: 

Ὂὧέί•  ίὃ άὃ‫ В ά Ὃ ὃ‫ὧέί• (95) 

ὊίὭὲ• Ὧὃ‫ В ά Ὃ ὃ•‫ίὭὲ В ά Ὃὃ‫ίὭὲ• (96) 

Ὂὧέί• ὃ  ί ά‫ В ά Ὃ •‫ὧέί  (97) 

ὊίὭὲ• ὃ Ὧ‫ В ά Ὃ •‫ίὭὲ   (98) 

&ÅÌÈÁÓÚÎÜÌÖÁ Á ωχ ïÓ (98) ÅÇÙÅÎÌÅÔÅËÅÔ Á ÇÅÒÊÅÓÚÔě ÅÒě ïÓ ÁÚ m1 ÆěÔĘÍÅÇ ËĘÚĘÔÔÉ 

ÆÜÚÉÓËïÓïÓȟ ÖÁÌÁÍÉÎÔ Á ÆěÔĘÍÅÇ ÍÁØÉÍÜÌÉÓ A1 ÅÌÍÏÚÄÕÌÜÓÁȡ 

ὸὫ•
В

В
 (99) 

Ὂ ὧέί• ίὭὲ•   

ὃ ί ά‫ В ά Ὃ •‫ὧέί Ὧ‫ В ά Ὃ•‫ίὭὲ  (100) 

ὃ ὊȾ ί ά‫ В ά Ὃ •‫ὧέί Ὧ‫ В ά Ὃ•‫ίὭὲ Ⱦ  

  (101) 

5-DoF eredm®nyek bemutat§sa egy sz§m²t§si p®ld§n kereszt¿l 

A kºvetkezŖ p®lda illusztr§lja a kapott egyenletek hasznoss§g§t. Az ºt szabads§gfok¼ 

rendszer be§ll²tott param®tereit az 1. t§bla tartalmazza: 
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1. t§bla ¥t szabads§gfok¼ rezgŖ rendszer alapadatai sz§m²t§si p®ld§hoz felv®ve 

 

  

Mindegyik rug· merevs®g (ί) azonos ®rt®ket kapott, a csillap²t§si t®nyezŖk (Ὧ) a csatolt 

testek eset®ben egyform§k, a fŖtºmeg eset®ben n®gyszeres ®rt®kŤ. A csatolt tºmegek saj§t 

kºrfrekvenci§i 100 1/s ®rt®kkel vannak egym§s mell® rendezve. 

Az analitikus sz§m²t§sok helyess®g®t numerikus sz§m²t§sokkal t§masztottam al§. 

 

54. §bra  Ὃ ὃȾὃ amplit¼d· ar§nyok az ‫ ‫ϳ  kºrfrekvencia ar§ny f¿ggv®ny®ben 

A Ὃ ὃȾὃ amplit¼d· ar§nyokat mutatja be az 54. §bra a gerjesztŖ frekvencia ®s a 

fŖtºmeg saj§t frekvencia ar§ny§nak (‫ ‫ϳ ) f¿ggv®ny®ben. A Ὠ and Ὠ elmozdul§sok 

kºzºtti • f§zisk®s®st az ‫ ‫ϳ  f¿gg®vny®ben az 55. §bra tartalmazza. 
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55. §bra F§zisk®s®s a Ὠ ®s Ὠ elmozdul§sok kºzºtt ‫ ‫ϳ  f¿ggv®ny®ben 

Mindk®t §bra j·l ®rz®kelteti az saj§t frekvenci§k egyenletes eloszl§s§t. A csatolt tºmegek ‫ 

maxim§lis amplit¼d· (ὃ) ®s maxim§lis f§zisk®s®s (•) ®rt®kei csºkkennek, ahogy a Lehr-f®le 

csillap²t§si t®nyezŖk nºvekednek. 

 

56. §bra FŖtºmeg amplit¼d·i osztva a statikus ny¼l§s§val ‫ ‫ϳ  f¿ggv®ny®ben 

A sz§munkra legfontosabb inform§ci·t az 56. §bra mutatja be. Az ά  fŖtºmeg maxim§lis 

elmozdul§sai l§that·ak (osztva a statikus megny¼l§s§val) a gerjeszt®si frekvenci§k 

f¿ggv®ny®ben. A folytonos vonal a n®gy csatolt tºmeggel l®trehozott mozg§st k®pviseli, m²g 

a szaggatott vonal az azok n®lk¿lit. Nyilv§nval·, hogy a rezg®scsºkkent®s az ά  tºmeg 

eredeti ‫  saj§t kºrfrekvencia kºrnyezet®ben ®s az ann§l magasabb frekvencia 

tartom§nyokban kellŖen sikeres volt, de probl®ma jelentkezett az alacsonyabb r®gi·ban. 
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Viszont az ºt test eset®n jelentkezŖ ‫  saj§t frekvenci§nak az elhelyezked®se puszt§n 

hangol§s k®rd®se, arra kell csak vigy§zni, hogy a mŤkºdtet®si tartom§nyt·l messze essen. Az 

57. §bra mutatja be a gerjesztŖ erŖ ®s a fŖtºmeg elmozdul§sa kºzºtti f§zisk®s®st. 

 

57. §bra A gerjesztŖ erŖ ®s a fŖtºmeg elmozdul§s kºzºtti f§zis k®s®s ‫ ‫ϳ  f¿ggv®ny®ben 

 

Az n-szabads§gfok¼, gerjesztett, csillap²tott transzl§ci·s rezg®s 

Ez a fejezet az I. t®zis megfogalmaz§s§t tartalmazza. 

Az elŖzŖek alapj§n le²rhat· a v®ges sz§m¼ n-szabads§gfok¼ transzl§ci·s (n-DoF) modell is. A 

forg·vektoros ®rtelmez®s®t az 58. §bra mutatja be. 

 

58. §bra Az άtºmegre hat· erŖk DôAlembert szerint, n szabads§gfok eset®n 
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A fŖtºmeg mozg§s§ra fel²rt egyenlet (a kor§bbi levezet®sek kiterjeszt®s®vel): 

ὃ
 В В

 (102)    

ahol: 

Ὃ  ,     • ὥὶὧ ὸὫ
   

 ,  

             Ὀ  ȟ     ‫  
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4. M£R£SEK 

4.1 M®rŖ rendszer kialak²t§sa 

A rezg®scsºkkent®s m®r®s®re rendelkez®semre §llt egy Br¿el&Kjaer PHOTON+ dinamikus 

jel analiz§tort. A m®rŖkºr ºssze§ll²t§s§ra egy k²nai, folyamatban l®vŖ k²s®rlet adta az ºtletet, 

ahol szint®n ez az eszkºz lett felhaszn§lva (59. §bra) [75]: 

 

59. §bra Zhu ®s t§rsai §ltal ºssze§ll²tott m®rŖkºr [75] 

A PHOTON+ analiz§tor rendelkezik a Frekvencia V§lasz F¿ggv®ny m®r®si k®pess®ggel, 

amely remek¿l haszn§lhat· a rezg®scsºkkent®s m®r®s®re a megadott frekvencia tartom§nyon.  

   

60. §bra PHOTON+ dinamikus jelanaliz§tor erŖs²tŖvel, tart· szerkezettel, r§z·g®ppel, 

gyorsul§s- ®s erŖm®rŖkkel, valamint egy 3D nyomtat·val k®sz²tett metanyag v§zzal 
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A beszerz®sek eredm®nyek®ppen a kºvetkezŖ eszkºzºk §lltak rendelkez®semre a 

rezg®scsillap²t§s m®r®s®re (60. §bra): 

- Br¿el&Kjaer PHOTON+ dinamikus jel analiz§tor 

- Br¿el&Kjaer LDS VDS 200 r§z·g®p, V201 tart· egys®ggel 

- Br¿el&Kjaer LDS LPA100 erŖs²tŖ 

- erŖm®rŖk, gyorsul§sm®rŖk 

- tart· szerkezet 

Mint azt m§r kor§bban eml²tettem, az §ltalunk vizsg§lt metaanyag mŤkºd®si elve a dinamikus 

rezg®scsillap²t§s®hoz hasonl·, csak tºmeg-a-tºmegben elrendez®sben. Ennek megfelelŖen 

l®tezik egy k¿lsŖ, ¿reges hordoz· v§z, az ά  tºmeg, ami a periodikus gerjeszt®st kapja. 

Ebben a v§zban vannak c®lszerŤ geometriai alakzatban elhelyezve k¿lºnbºzŖ, ¼gynevezett 

csatolt tºmegek (ά , ά , ά  stb.), amelyek §tveszik a v§z rezg®s®t, ha a gerjeszt®si 

frekvencia nem sokkal haladja meg a saj§t frekvenci§ikat, ezzel nagym®rt®kben lecsºkkentve 

a v§z rezg®si amplit¼d·j§t. 

Az elsŖ elk®pzel®s az volt, hogy a m®r®s sor§n a 3D nyomtat·val elŖ§ll²tott metaanyag 

v§zban rºgz²tj¿k a csatolt tºmegeket, ®s adott frekvenciatartom§nyban v§ltozatva a gerjeszt®s 

frekvenci§j§t m®rj¿k a rezg®scsillap²t§st. A 60. §bra jobboldali k®p®n l§that· a k®k satuba 

befogott, piros sz²nŤ (3D nyomtat§ssal k®sz¿lt) metaanyag v§z.  

 

61. §bra: Fourier transzform§ci· 

Alatta helyezkedik el az LDS V200 r§z·g®p, amely maxim§lisan 17,8 N nagys§g¼ erŖvel ®s 

max. 5 mm amplit¼d·val k®pes a mintadarabot rezegetni a jelgener§tor §ltal kiadott 

frekvenci§n ®s jelform§tumban 10-13000 Hz tartom§nyban. Sz§momra az akusztikus 

rezg®sek 100-1000 Hz kºzºtti tartom§nya jelenti a c®lter¿letet. A PHOTON+ jelgener§tor 
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vez®rli a r§z·g®pet az LDS LPA erŖs²tŖn kereszt¿l, valamint fogadja ®s feldolgozza az 

erŖm®rŖ ®s gyorsul§sm®rŖ jeleit is. A PHOTON+ egy jelgener§tor ®s val·s idejŤ, gyors 

Fourier transzform§ci·val (61. §bra) (FFT) dolgoz· elemzŖ k®sz¿l®k, melynek seg²ts®g®vel 

Frekvencia V§lasz F¿ggv®nyt (Frequency Response Function, FRF) §ll²t elŖ a kimeneti 

(output) ®s a bemeneti (input) jelek ar§ny§ban. Kimeneti jelk®nt felhaszn§lhat· az a szinuszos 

jel, ami a r§z·g®p vez®rl®s®t v®gzi, valamint a r§z·g®pre kºzvetlen¿l felhelyezett erŖm®rŖ jele 

(8230 DeltaTron Force Transducer). V§laszjelk®nt (bemeneti jelk®nt) ®rkezik annak a 

gyorsul§sm®rŖnek a jele, amit a metaanyagra helyez¿nk fel.  

Mindezek ®rt®keibŖl a jelanaliz§tor megadja a Frekvencia V§lasz F¿ggv®nyt, amelynek a 

beszakad§sai, azaz a rezg®st csillap²t· hat§sa ott fog jelentkezni, ahol a gerjeszt®si frekvencia 

®ppen meghaladja a csatolt tºmegek saj§tfrekvenci§it. Line§ris rug·-karakterisztika eset®n 

ezek keskeny, meredek fal¼ beszakad§sok, m²g nem-line§ris esetben kisz®lesednek, t§gabb 

frekvencia-tartom§nyban csillap²tj§k a rezg®st. 

 

4.2 Egy ®s k®t szabads§gfok¼ alrendszer rezg®s m®r®si tervei 

A k²s®rletek ®s a v§rhat· eredm®nyek alapos v®giggondol§s§t kºvetŖen ¼gy dºntºttem, hogy 

a metastrukt¼r§nk rezg®scsºkkent®si m®r®seit a legegyszerŤbb k®t szabads§gfok¼ rendszerrel 

fogom kezdeni. Ez a tºmeg-a-tºmegben elrendez®sŤ rendszer adja a keresett metaanyagok 

alapegys®g®t, ²gy ezek sz§m²t§sa ®s m®r®se alapvetŖ fontoss§g¼.  A tervezett 2-DoF vizsg§lati 

modellt a 62. §bra mutatja. A vizsg§latok seg²ts®g®vel az elm®leti sz§m²t§sok ®s a gyakorlati 

eredm®nyek kºzºtti ºsszef¿gg®st igyekeztem felt§rni, valamint itt akartam begyakorolni a 

m®r®si elj§r§s technik§j§t is. Mivel a m®r®shez felhaszn§lt eszkºzºk (rug·k, gyorsul§sm®rŖk, 

erŖm®rŖk) jelenl®te (tºmege) befoly§solja a m®r®sek eredm®ny®t, ez®rt korrekci·s sz§m²t§sok 

is v§rhat·ak voltak, melyek seg²ts®g®vel kºzel²thetŖek a val·s eredm®nyek az elm®letihez.  
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62. §bra: K®t szabads§gfok¼, tºmeg-a-tºmegben elrendez®sŤ rezgŖ rendszer m®r®si modellje  

Sz¿ks®g volt arra a m·dszerre is, amivel a merevnek tekintett testek kºzºtt haszn§lt, m®g 

ismeretlen anyag rug·merevs®g®t (ί) ®s csillap²t§si t®nyezŖj®t (Ὧ), valamint a periodikusan 

gerjesztett ά  tºmeg megfog§s§ra haszn§lt szakasz rug·merevs®g®t (ί) ®s csillap²t§si 

t®nyezŖj®t (Ὧ) is meg lehet hat§rozni. A rug·merevs®g tŤnt az egyszerŤbbnek, hiszen 

rug·karakterisztik§t fel lehet v§zolni k¿lºnbºzŖ terhel®sre adott elmozdul§sok alapj§n. Az erŖ 

biztos²t§s§ra a r§z·g®p is felhaszn§lhat· konstans jel r§ad§s§val, az elmozdul§s m®r®s®re 

l®zeres elmozdul§s ®rz®kelŖ lenne a legjobb, ami az alap m®rŖrendszer eset®ben is 

c®lravezetŖbb lenne a tºmeggel b²r· gyorsul§sm®rŖkn®l, hiszen ez nem befoly§soln§ a m®r®st, 

de az nem §llt rendelkez®sre. A csillap²t§si t®nyezŖ kisz§m²t§s§ra az egyszeri, impulzus 

jellegŤ gerjeszt®s lecseng®s®nek m®r®se biztos²t lehetŖs®get. 

Ennek a 2-DoF elk®pzel®snek a gyenge pontja a k®t tºmeg kºzºtt elhelyezett rugalmas anyag 

volt, amelyet sehogy sem tudtam megfelelŖ minŖs®gben l®trehozni. ElŖt®rbe ker¿lt tºbbf®le 

anyag (pl. purhab, 3D nyomtatott anyag), de egyik sem v§lt be. Mivel az s1 rug·t m§r ebben a 

modellben is hajl²tott tart· biztos²totta, felmer¿lt a k®rd®s, hogy mi®rt ne legyen a csatolt 

tºmeg rug·ja is hajl²tott tart·. Komoly eszmecser®ket kºvetŖen siker¿lt meggyŖznºm 

mindk®t t®mavezetŖmet, hogy a tiszta hajl²tott tart·s modell elŖ§ll²t§sa, §ll²that·s§ga ®s 

param®tereinek sz§m²that·s§ga olyan nagy elŖnyt jelent sz§munkra, amirŖl k§r lenne 

lemondanunk. Ennek megfelelŖen viszont ki kellett dolgoznunk a hajl²tott tart·s modell 

fizikai ®s matematikai le²r§s§t is, majd ºssze kellett vetn¿nk a transzl§ci·s modell®vel. 
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4.3 Hajl²tott tart·s modell le²r§sa 

Teh§t a m®r®sek fizikai megval·s²t§sa sor§n biztos²tani kellett tºbbek kºzºtt a rug·§lland·k 

®s tºmegek §ll²that·s§g§t, az elmozdul§s m®r®shez haszn§lt gyorsul§sm®rŖk rºgz²t®s®t, a 

tºmegenk®nt egy dimenzi·s mozg§s biztos²t§s§t. Az egyik v®g®n befogott, hajl²tott tart·s 

modelln®l a r¼d val·j§ban egy ac®l laprug·, ami kis kit®r®sek eset®n garant§lja az egy 

dimenzi·s mozg§st (63. §bra). A 63. §br§n a laprug· bal oldali, f¿ggŖleges homlok fel¿lete 

van befogva, kºz®pen l§that· az m1 fŖtºmeg, a jobboldali r®szen pedig az egyes csatolt 

tºmegek az §ll²that· laprug·kkal. A vil§gosabb hengeres testek a gyorsul§sm®rŖket jelºlik. 

 

63. §bra 5-DoF hajl²tott tart·s modell 

 

64. §bra 5-DoF hajl²tott tart·s modell saj§t kºrfrekvenci§i Autodesk Inventor VEM 

anal²zis®vel 

Az AutoDesk Inventorral k®sz¿lt v®geselemes saj§tfrekvencia elemz®s (VEM) sz®p 

rezonancia frekvencia ®rt®keket mutatott a be§ll²tott rug·merevs®g/tºmeg ar§nyok szerint, 

melyek kºz¿l egyet bemutat a 64. §bra. A laprug· baloldali, f¿ggŖleges z§r· s²kj§n helyeztem 

el a befog§s k®nyszert. A k®p bal sz®l®n tal§lhat· Modal frequency oszlopban egym§s alatt 

l§that·ak az egyes rug·-tºmeg csatolm§nyhoz tartoz· rezonancia frekvenci§k. A legfelsŖ 

F1=58,75Hz eset®ben a fŖtºmeg ®s az ºsszes csatolt tºmeg egy f§zisban rezeg. F2-F5 
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eset®ben mŤkºd®sbe l®pnek egyes®vel a csatolt tºmegek saj§t frekvenci§i, amelyen az adott 

csatolt tºmeg rezeg, ®s a fŖtºmeg szinte §ll. A 4. §bra ®ppen a legalacsonyabb saj§t 

frekvenci§j¼ csatolt tºmeg rezonanci§j§t mutatja be. F6-t·l kezdŖdŖen csavarod§s ®s egy®b 

mozg§sok jelennek meg. 

Mivel az elm®let szerint a gerjesztŖ frekvenci§k eset®ben az egyes saj§t frekvenci§k ut§n 

kºvetkezik a dinamikus rezg®s-csillap²t· hat§s [5, 7], a modell ²g®retesnek mutatkozott, ²gy a 

65. §br§n bemutatott rezg®sm®rŖ rendszert §ll²tottam ºssze. A nagy tºmegŤ ac®l v§zra szerelt 

k®k sz²nŤ satu biztos²tja a befog§st, amibe a laposac®lb·l k®sz²tett villa alak¼ rug·t rºgz²tj¿k. 

Az m1 fŖtºmeg gerjeszt®s®t egy r§z·g®p v®gzi, ez ®s az m1 fŖtºmeg kºzºtt lett elhelyezve egy 

erŖm®rŖ, a tºmegek elmozdul§s§t pedig a rajtuk rºgz²tett gyorsul§sm®rŖk m®rik. A jeleket a 

Br¿el&Kjaer Photon+ dinamikus jelfeldolgoz· ®s jelgener§tor k®sz¿l®k elemezi, ®s gyors 

Fourier transzform§ci·val (FFT) azonnal ºsszetevŖire bontja a rezg®st. 

  

65. §bra M®rŖ rendszer 3-DoF elrendez®sben, gerjeszt®ssel 

 

Hajl²tott tart·s modell elm®leti h§ttere 

Term®szetesen a transzl§ci·s modell mozg§sa ®s a hajl²tott tart·s modell mozg§sa kºzºtt is 

van elt®r®s, aminek le²r§s§hoz ®s a csatolt tºmegek egym§sra hat§sainak levezet®s®hez 

elŖszºr egy 3-DoF modell ker¿lt fel§ll²t§sra (66. §bra), amellyel minden tºmeg egym§sra 

hat§sa le²rhat· [5, 76].  
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66. §bra Hajl²tott tart·s 3-DoF modell 

 

Az ά  fŖ tºmeg ώ ir§ny¼ elmozdul§sa a ὄ pontban hat· Ὂ erŖ hat§s§ra a Betti t®tel alapj§n, 

majd az ebbŖl levezetett rug·§lland·: 

ώ
 

  (103) 

ὧ
 

  (104) 

Az ά  ®s ά  csatolt tºmegek ὄ pontban hat· Ὂ erŖ hat§s§ra l®trejºvŖ ώ ir§ny¼ elmozdul§sai 

®s a hozz§ tartoz· rug·§lland·k a Betti t®tel alapj§n: 

ώ
   

  (105) 

ὧ
 

  (106) 

ὧ
 

  (107) 

Az ά  csatolt tºmeget a ὅ pontban t§mad· Ὂ erŖ hat§s§ra l®trejºvŖ ώ elmozdul§s ®s az 

ebbŖl eredŖ rug·§lland·k: 

ώ
   

  (108) 

ὧ
 

  (109) 

ὧ
 

  (110) 

Az ά  csatolt tºmeget a ὅ pontban t§mad· Ὂ erŖ hat§s§ra l®trejºvŖ ώ elmozdul§s, a ὄ 

pontba reduk§lt erŖ alapj§n ®s az ebbŖl eredŖ rug·§lland·k: 
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ώ
   

ὦ
   

 (111) 

ώ
  

  (112) 

ὧ
  

  (113) 

ὧ
  

  (114) 

A k®t csatolt tºmeg mozg§s§nak egym§sra hat§s§nak vizsg§lat§hoz n®zz¿k a ὅ pontban 

t§mad· Ὂ erŖ hat§s§ra l®trejºvŖ ώ  elmozdul§st ®s az ebbŖl eredŖ rug·§lland·kat: 

ώ
   

ὦ
 

 (115) 

ὧ
 

  (116) 

ὧ
 

  (117) 

A tºmegek elmozdul§si egyenletei: 

ὧὊ ὧὊ ὧὊ ώ π  (118) 

ὧὊ ὧὊ ὧὊ ώ π  (119) 

ὧὊ ὧὊ ὧὊ ώ π  (120) 

Behelyettes²tve az adott tºmegre hat· erŖket: 

ὧ άώ Ὧώ ὊÓÉÎ‫ὸ ὧ άώ Ὧώ ὧ άώ Ὧώ ώ π (121) 

ὧ άώ Ὧώ ὊÓÉÎ‫ὸ ὧ άώ Ὧώ ὧ άώ Ὧώ ώ π (122) 

ὧ άώ Ὧώ ὊÓÉÎ‫ὸ ὧ άώ Ὧώ ὧ άώ Ὧώ ώ π (123) 

M§trixos form§ban fel²rva, kifejezve az erŖket a rug·§lland· m§trix inverz®vel: 

άώ Ὧώ ὊÓÉÎ‫ὸ

άώ Ὧώ
άώ Ὧώ

ὧ ὧ ὧ
ὧ ὧ ὧ
ὧ ὧ ὧ

ώ
ώ
ώ

π
π
π

 (124) 

Rendezve az egyenletet az elmozdul§s-f¿ggv®ny deriv§ltjai szerint: 

άώ
άώ
άώ

Ὧώ
Ὧώ
Ὧώ

ὧ ὧ ὧ
ὧ ὧ ὧ
ὧ ὧ ὧ

ώ
ώ
ώ

ὊÓÉÎ‫ὸ

π
π

 (125) 
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ĉgy 3-DoF eset®n a saj§tfrekvencia keres®s®re szolg§l· inhomog®n differenci§l-egyenlet 

rendszer¿nk: 

╜◐ ╚◐ ╒ ◐ ╕  (126) 

Ehhez a C szimmetrikus rug·§lland· m§trix a kºvetkezŖk®ppen §ll elŖ: 

╒

ὧ ὧ ὧ
ὧ ὧ ὧ
ὧ ὧ ὧ

  (127) 

╒

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ    

    

    Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (128) 

A tov§bbiakban a K  csillap²t§si m§trix fel²r§sa el lett hanyagolva az ac®l laprug·k csek®ly 

csillap²t§si tulajdons§gai miatt, ®s csak a fŖ tºmeg csillap²t§sa lett figyelembe v®ve a 

ĂTap®taò-jellegŤ metanyag alegys®g®re fel²rt 5-DoF rendszerben (67. §bra). Ez sem a laprug· 

anyag§nak elhanyagolhat· csillap²t§sa miatt maradt bent a modellben, hanem a jºvŖbeli 

k²s®rletek gerjeszt®s®t ad· r§z·g®p csillap²t· tulajdons§gai miatt. 

   a)     b) 

67. §bra  5-DoF hajl²tott tart·s modell a) 3D szil§rd test modell, b) modell s®m§ja 

 

A 3-DoF rendszer alapj§n a kºvetkezŖ mozg§segyenlet rendszer ker¿lt fel²r§sra ºt szabads§g-

fokra: 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
άώ
άώ
άώ
άώ
άώỨ

ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
Ὧώ
π
π
π
πỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὧ ὧ ὧ ὧ ὧ
ὧ ὧ ὧ ὧ ὧ
ὧ ὧ ὧ ὧ ὧ
ὧ ὧ ὧ ὧ ὧ
ὧ ὧ ὧ ὧ ὧỨ

ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ώ
ώ
ώ
ώ
ώỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὊÓÉÎ‫ὸ

π
π
π
π Ứ

ủ
ủ
ủ
Ủ

 (129) 

ahol a C rug·§lland· m§trix: 
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C=

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ      

      

      

      

      Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

  (130) 

Amennyiben i=2,3,én darabsz§m¼ tºmeget csatolunk a fŖtºmeghez, akkor az n-

szabads§gfok¼ rezgŖ rendszerre is ®rv®nyes (126) egyenlet ºsszetevŖi a kºvetkezŖk: 

╒

ὧ ὧ ȣ ὧ
ὧ ὧ ȣ ὧ
ȣ ȣ ȣ ȣ
ὧ ὧ ȣ ὧ

,     ╚

Ὧ π ȣ π
π Ὧ ȣ π
ȣ ȣ ȣ ȣ
π π ȣ Ὧ

,    ╜

ά π ȣ π
π ά ȣ π
ȣ ȣ ȣ ȣ
π π ȣ ά

,      (131) 

 ◐ ώȟώȟȣȢȟώ ,     ╕ ὊίὭὲ‫ὸȟπȟȣȢȟπ 

A C rug·§lland· m§trix elemei: 

ὧ
 

 (132) 

ὧ ὧ
 

ȟ       Ὥ ςȣὲ (133) 

ὧ
  

ȟ       Ὥ ςȣὲ (134) 

ὧ ὧ
 

ȟ      ὭȟὮ ςȣὲȟὭ Ὦ (135) 

 

4.4 Hajl²tott tart·s modellen v®gzett m®r®sek 

Legnagyobb sajn§latomra az elsŖ m®r®sek sor§n a PHOTON+ jelanaliz§tor k®sz¿l®krŖl 

kider¿lt, hogy ®rintkez®si hib§val m®r. Az ®rz®kelŖk §ltal szolg§ltatott mV-os nagys§g¼ 

jelekkel p§rhuzamosan, valamilyen ismeretlen okb·l kifoly·lag, a h§l·zati 50 Hz-es 

frekvenci§n ®s annak felharmonikusain nagys§grendekkel nagyobb jel ®rkezett, ami 

lehetetlenn® tette a rezg®s csºkkent®s m®r®s®re alkalmas Frekvencia V§lasz F¿ggv®ny (FRF) 

funkci· haszn§lat§t (68. §bra). Emiatt ¼gy dºntºttem, hogy csak a szabad (gerjeszt®s n®lk¿li) 

rezg®seket fogom vizsg§lni. Ha megkeresem a rendszer saj§t frekvenci§it, akkor tudom, hogy 



66 

a rezg®scsºkkent®s a negat²v-effekt²v-tºmeg elm®letnek megfelelŖen az azokat kºvetŖ 

frekvencia s§vban fog jelentkezni. 

 

68. §bra 2-DoF szabad rezg®s FFT m®r®se a h§l·zati frekvenci§n ®s felharmonikusain kapott 

jelekkel. A felsŖ §bra a jelek idŖbeli lefut§s§t, az als· a k¿lºnbºzŖ frekvenci§j¼ ºsszetevŖket 

§br§zolja. 

A rezgŖ rendszer elemeit ¼gy §ll²tottam ºssze elŖzetes sz§m²t§sok alapj§n, hogy a saj§t 

frekvenci§k a kritikus 50 Hz ®s felharmonikusainak +/- 5Hz tartom§nyain k²v¿l essenek. A 

m®rt rezg®st FFT (Fast Fourier Transzformation) transzform§ci·val azonnal ºsszetevŖire 

bontottam, ®s az y tengelyen megjelen²tett maxim§lis elmozdul§s ®rt®kek felsŖ hat§r§t addig 

csºkkentettem, am²g meg nem jelentek a m®rendŖ jelek (69. §bra). Az als· FFT §br§n l§that· 

a h§l·zati 50 Hz-es jel zavar· hat§sa, amint m§r 35 Hz felett is ®rz®kelhetŖ amplit¼d·k®nt 

jelenik meg. 

 

69. §bra A jelek ®szlel®se FFT ut§n ymax ®rt®k®nek csºkkent®s®vel 
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Egy szabads§gfok¼ szabad rezg®s m®r®se ï rugalmas befog§s elm®lete 

Ez a fejezet a II. t®zist ²rja le. 

Az elsŖ 1-DoF gerjeszt®s n®lk¿li m®r®sek (70. §bra) alapj§n korrekci·s sz§m²t§sok lettek 

bevezetve, ugyanis a sz§m²tott saj§t frekvenci§k magasabbak voltak a m®rtekn®l.  

   

70. §bra 1-DoF szabad rezg®s saj§t frekvenci§j§nak m®r®sei hajl²tott tart·s modellen 

Az elt®r®s magyar§zat§ra elsŖnek a rezg®s csillap²t§sa ker¿lt megvizsg§l§sra, de annak 

csek®ly ®rt®ke nem magyar§zta az elm®let ®s gyakorlat kºzti k¿lºnbs®geket. Mivel a rezg®s 

m®rhetŖ volt a v§zon ®s a rugalmas talajon is, ²gy a befog§s abszol¼t merevs®ge el lett vetve, 

®s helyette egy rugalmas befog§si elm®let ker¿lt bevezet®sre (71. §bra). A hajl²t· erŖ hat§s§ra 

a befog§sn§l egy a befog§si nyomat®kkal line§risan ar§nyos ű szºgelfordul§s alakul ki, ami 

egy befog§si rug·merevs®g (sBef) eredm®nye. Ez ®s a r¼d rug·merevs®ge (s1) egy¿ttesen 

hat§rozz§k meg a reduk§lt rug·merevs®get. 

 

71. §bra Rugalmas befog§s elm®leti v§zlata 

 

Az 1-DoF rendszereken elv®gzett rezg®sm®r®sek alapj§n a m®rt saj§t frekvenci§b·l (fm) 

visszafel® sz§m²tva kaptam meg a befog§si rug·§lland·t a kºvetkezŖk szerint (kis kit®r®seket 

felt®telezve): 

Ó ȟ   Ã   (136) 
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ί ȟ   ὧ   (137) 

Az erŖ okozta lehajl§s a rug·§lland·kkal kifejezve: 

ώ ώ ώ ὰ• Ὂὧ ὰ ὧ  (138) 

ὧ ὧ ὰ ὧ  (139) 

Ὢï   (140) 

ς“Ὢï   (141) 

ὧ ὰά
ï

ά   (142) 

ὧ
ï

  (143) 

A befog§si rug·merevs®g kisz§m²t§s§hoz sz¿ks®g van a reduk§lt tºmeg (mred) ®rt®k®re, ahol a 

r¼d (mint rug·) tºmeg®nek az m1 tºmeg poz²ci·j§ba tºrt®nŖ reduk§l§s volt a c®l. Ez 1-DoF 

rendszern®l elsŖ kºzel²t®sben a befog§si rug·merevs®get figyelmen k²v¿l hagyva lett sz§m²tva 

(72. §bra) [5, 7, 76]. 

 

72. §bra Rug· tºmeg®nek reduk§l§sa az m1 tºmeg poz²ci·j§ba  

A rug· k®t r®szre lett osztva, m1 elŖtti (AB) ®s ut§ni (BC) szakaszokra. A keresztmetszetek 

lehajl§sa befog§si rug·merevs®g n®lk¿l a kºvetkezŖk®ppen ²rhat· fel az AB szakaszra: 

ώᾀ σὥᾀ ᾀ ȟ   ώ   (144) 

Mivel a keresztmetszetek sebess®gei a kit®r®ssel ar§nyosak, fel²rhat·: 

  (145) 

ώᾀ ώ  (146) 
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Bevezetve a ”
ά

ὥ foly·m®ter tºmeget, a mozg§si energi§k azonoss§ga alapj§n: 

ά ώ ᷿”ώᾀ Ὠᾀ ώ᷿ Ὠᾀ  (147) 

ά ᷿ ωὥ φὥᾀᾀ ᾀὨᾀ  (148) 

ά ά   (149) 

A t¼lny¼l· rug· (BC szakasz) tºmeg®nek reduk§l§sa az m1 tºmeg poz²ci·j§ba hasonl·an 

tºrt®nik: 

ώᾀ σᾀ ὥȟ   ώ   (150) 

ώᾀ ώ  (151) 

ά ώ ώ᷿ Ὠᾀ   (152) 

ά ά   (153) 

1-DoF eset®n az ²gy kalkul§lt befog§si rug·merevs®g ®rt®kekkel m§r igen j·l megkºzel²tett®k 

a sz§m²tott saj§t frekvencia ®rt®kek a m®rt ®rt®keket: az m1 tºmeg poz²ci·j§t (a) v§ltoztatva a 

rug· v®g®tŖl a befog§s ir§ny§ba a befog§si rug·§lland· ®rt®ke az adott sz§m²t§si m·d mellett 

§lland· maradt.  

 

73. §bra Befog§si rug·§lland· (cBef) ®rt®kek egy szabads§gfok¼, rugalmasan befogott tart· 

eset®ben, a tºmeg (m1) befog§st·l m®rt poz²ci·j§nak (a) f¿ggv®ny®ben. A pontok jelzik a m®rt 

®rt®keket, a folytonos vonal a trend vonal. 

P®ldak®nt bemutatom a 2020.06.25-i m®r®s eredm®ny®t (73. §bra), ahol a szerkezeti ac®l 

laprug· k®t p§rhuzamos, v²zszintes elrendez®sŤ, 6x3,11 mm t®glalap szelv®nybŖl §llt a 3-DoF 

m®r®s elŖk®sz²t®se ®rdek®ben. A befog§st·l m®rt teljes rug· hossz 325 mm volt, amin az m1 

tºmeg (m1=249,8 g) poz²ci·j§t a rug· v®ge felŖl a befog§s ir§ny§ba mozgattuk 20 mm-enk®nt. 
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Az utols· 150 mm-es poz²ci· a 3-DoF m®r®s eset®n az m1 tºmeg tervezett poz²ci·ja (a). Az 

§br§n j·l l§that·, hogy a m®rt ®rt®kek egy adott ®rt®k kºr¿l mozognak, azaz a gºrbe konstans. 

A csek®ly m®rt®kŤ elt®r®seket az m1  poz²ci· m®r®si pontatlans§g§nak sz§ml§j§ra ²rhatjuk. 

A befog§si rug·merevs®g ®rt®k®t tºbb t®nyezŖ is befoly§solja, tºbbek kºzºtt a satu 

szerkezete, megh¼z§si nyomat®ka, a t§maszt· talaj anyaga (pl. kŖburkolat, parketta).  Ezek 

teljes kºrŤ felm®r®s®re nem tºrekedtem, mindºssze meg§llap²tottam, hogy a m®rŖv§z ®s a 

befog§st biztos²t· satu b§rmilyen megmozd²t§sa eset®n ®rdemes ¼j befog§si rug·merevs®g 

m®r®sekkel ind²tani a rezg®sm®r®seket. Azt viszont fontos hangs¼lyozni, hogy eseteinkben a 

befog§si rug·merevs®g hat§sa az egy szabads§gfok¼ rendszer saj§t frekvenci§j§nak sz§m²tott 

®rt®keire nem haladta meg a 20 %-ot.  

A kºvetkezŖ l®p®sben az m1 poz²ci·ba reduk§lt rug·tºmeg rugalmas befog§ssal ker¿l 

fel²r§sra. A 72-es §br§hoz k®pest csak annyi az elt®r®s, hogy az A pontban cBef  rugalmas 

befog§s tal§lhat·, amelynek ®rt®ke m§r kor§bban ki lett sz§molva rugalmatlan befog§s¼ mred 

reduk§lt tºmeggel.  

Az a hossz¼s§g¼ AB szakasz eset®n: 

ώᾀ ὧ ὥὊᾀ σὥᾀ ᾀ ȟ   ώ ὧ ὥὊ  (154) 

  (155) 

ώᾀ ώ  (156) 

Bevezetve a ”
ά

ὥ foly·m®ter tºmeget, a mozg§si energi§k azonoss§ga alapj§n: 

ά ώ ᷿”ώᾀ Ὠᾀ ώ᷿ Ὠᾀ  (157) 

ά ᷿ ὧ ὥᾀ ςὧ ὥᾀ Ὠᾀ (158) 

ά  (159) 
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A b2 hossz¼s§g¼ BC szakasz reduk§l§sa az m1 poz²ci·j§ra: 

• ὧ ὥὊ   (160) 

ώᾀ ώ • ᾀ ὥ Ὂ ὧ ὥᾀ  (161) 

ώᾀ ώ   (162) 

ά ώ ώ᷿ Ὠᾀ  (163) 

ά ά  (164) 

Ezt a rugalmas befog§ssal sz§molt reduk§lt rug·tºmeg sz§m²t§st v®g¿l t¼l bonyolultnak ®s a 

v®geredm®ny szempontj§b·l csek®ly befoly§ssal b²r·nak ²t®ltem meg, ²gy a k®sŖbbiekben 

csak a rugalmatlan befog§ssal sz§m²tott reduk§lt rug·tºmeget haszn§ltam. 

K®t szabads§gfok¼ m®r®sek 

2-DoF eset®n a 74. §bra mutatja be a rugalmas befog§ssal kieg®sz²tett rendszer modellj®t. 

 

74. §bra  2-DoF rendszer rugalmas befog§ssal 

A C rug·§lland· m§trix a rugalmas befog§s elm®let®vel a kºvetkezŖk szerint lett sz§m²tva: 

╒
ὧ ὥ

 
ὧ ὥ ὥὦ

 

ὧ ὥ ὥὦ
 

ὧ ὥ ὦ
  

 (165) 

 

KºzbevetŖleg ezt kiterjesztve n-szabads§gfokra (n-DoF), i=2..n p§rhuzamosan csatolt 

tºmeggel, a rug·§lland· m§trix (C) elemei a kºvetkezŖk®ppen ²rhat·k fel: 

ὧ ὧ ὥ
 

 (166) 
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ὧ ὧ ὧ ὥ ὥὦ
 

ȟ   Ὥ ςȣὲ (167) 

ὧ ὧ ὥ ὦ
  

ȟ   Ὥ ςȣὲ (168) 

ὧ ὧ ὧ ὥ ὥὦ ὦ ὦὦ
 

ȟ   ὭȟὮ ςȣὲȟὭ Ὦ(169) 

A k®t szabads§gfok¼ rendszer elsŖ m®r®sei m®r®senk®nt csak egy saj§t frekvenci§t mutattak 

ki. Vizsg§l·d§saim sor§n kider¿lt, hogy a gerjeszt®snek volt ebben szerepe, ugyanis a r¼d 

v®g®n elv®gzett Ăegyujjas pend²t®sò (kit®r²t®s, majd elenged®s) miatt mind a k®t tºmeg ®s a 

teljes rendszer azonos f§zisban rezgett. Emiatt be kellett vezetni a Ăk®tujjas pend²t®stò, amikor 

a fŖtºmeg ®s csatolt tºmeg ellent®tes ir§ny¼ elmozd²t§st kapva nem azonos frekvenci§n rezeg, 

®s ez azonnal k®t k¿lºn§ll· saj§t frekvenci§t eredm®nyezett. Ugyanerre az eredm®nyre 

vezetett egy®bk®nt a rug· kºzb¿lsŖ r®sz®n v®gzett ¿t®sszerŤ gerjeszt®s is. Tanuls§gos volt 

megtapasztalni azt is, hogy b§r mindk®t tºmegre szereltem gyorsul§sm®rŖt, felesleges volt, 

hiszen mindk®t gyorsul§sm®rŖ jelezte mind a k®t saj§t frekvenci§t.  

 

K®t ®s tºbb szabads§gfok¼ rendszerek eset®ben a sz§m²tott ®s a m®rt saj§t frekvencia ®rt®kek 

kºzºtt fenn§ll· k¿lºnbs®gek miatt kor§bban m§r sz§mos elm®let sz¿letett. Ezek kºz¿l a 

legismertebbek a Dunkerley, Rayleigh, Ritz vagy Stodala f®le megkºzel²t®sek [HegedŤs, 

Ludvig]. Dunkerley szerint [9-11] egy 2-DoF rendszer legkisebb saj§t frekvenci§j§nak (f1D) 

becsl®se (ahol f(1) ®s f(2) azokat a saj§t frekvenci§kat jelenti, amelyek ¼gy keletkeznek, hogy a 

hajl²tott tart·n csak egy-egy tºmeg ker¿l meghagy§sra az eredeti hely®n) a kºvetkezŖ [77-79]: 

Ὢ   (170) 

Egy adott p®lda ment®n a 2. t§bla mutatja 2-DoF rendszerben (11. §bra) a m®rt ®s sz§m²tott 

®rt®keket: 

A m®rt rendszer adatai a kºvetkezŖk voltak:  

Tºmegek: m1=476,1g; m2=136,6g;  

Rug· adatai: a=120mm; b2=131mm; t¼lny¼l§s a C ponton: 6 mm; sz®less®ge: xr=20mm; 

vastags§ga: yr=3,3mm; ɟ=7850kg/m3; E=210GPa. I1E=I2E. 

Befog§si rug·§lland· 1-DoF-b·l sz§m²tva: cBef=9,616*10
-4

 rad/Nm. 

M®rt saj§tfrekvenci§k: f1=14,73Hz; f2=66,28Hz. A m®r®si eredm®nyeket ki®rt®kelŖ ®s abb·l 

sz§m²t§sokat v®gzŖ Excell t§bl§t az 1. F¿ggel®k mutatja be. 
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2. t§bla Sz§m²tott ®s m®rt saj§t frekvenci§k hajl²tott tart·s 2-DoF rendszerben 

Sz§m²t§s 

m·dja 

Rug·§lland· 

rugalmas 

befog§ssal 

(igen/nem) 

Rug·tºmeg 

reduk§l§s 

rugalmas 

befog§ssal 

(igen/nem) 

m1RED 

[kg]  

m2RED 

[kg]  

Dunkerley-

f®le 

kºzel²t®s 

(als· hat§r)  

f1D [Hz]  

M®rt ®rt®kek 

14,73 

Hz 

66,28 

Hz 

Sz§m²tott ®rt®kek 

f1 [Hz]  f2 [Hz]  

1. nem 
nincs 

rug·tºmeg 
0,4761 0,1436 17,58 18,03 79,21 

2. igen 
nincs 

rug·tºmeg 
0,4761 0,1436 16,14 16,53 74,54 

3. nem nem 0,7315 0,1774 15,32 15,76 65,76 

4. nem igen 0,7150 0,1788 15,34 15,77 66,23 

5. igen nem 0,7315 0,1774 14,03 14,39 62,09 

6. igen igen 0,7150 0,1788 14,05 14,41 62,51 

 

Az 1. t§bla sz§m²t§si m·djai a kºvetkezŖk: 

1. Rugalmas befog§s n®lk¿li rug·§lland·val, rug·tºmeg n®lk¿l. 

2. Rugalmas befog§sos rug·§lland·val, rug·tºmeg n®lk¿l. 

3. Rugalmas befog§s n®lk¿li rug·§lland·val, rugalmas befog§s n®lk¿li red. rug· tºmeggel. 

4. Rugalmas befog§s n®lk¿li rug·§lland·val ®s rugalmas befog§ssal reduk§lt rug· tºmeggel. 

5. Rugalmas befog§sos rug·§lland·val ®s rugalmas befog§s n®lk¿li reduk§lt rug· tºmeggel. 

6. Rugalmas befog§sos rug·§lland·val ®s rugalmas befog§ssal reduk§lt rug· tºmeggel. 

Vegy¿k a m®rt ®rt®keket a sz§m²t§sok helyess®g®nek igazol§s§ra: a rugalmas befog§s ®s rug· 

tºmeg n®lk¿l v®gzett sz§m²t§sok (1-4-ig) eset®ben a Dunkerley-f®le saj§t frekvencia als· 

kºzel²t®si ®rt®kei mind a m®rt f1 ®rt®k feletti ®rt®ket mutatnak, teh§t nem felelnek meg. 

Egyed¿l a rugalmas befog§ssal sz§molt rug·§lland·k (5-6.) §llt§k meg hely¿ket, amikor a 

rug· tºmege is figyelembe volt v®ve. Ekkor viszont annak a t®nynek, hogy a reduk§lt 

rug·tºmeg rugalmas befog§ssal vagy a n®lk¿l ker¿lt kisz§m²t§sra, nem sok jelentŖs®ge akadt, 

ez®rt a k®sŖbbiekben a reduk§lt rug·tºmeget az egyszerŤbb m·don (5. m·d) sz§m²tottam. 
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K®t szabads§gfok¼ m®r®seket v®geztem a reduk§lt tºmegek igazol§s§ra ¼gy, hogy a csatolt 

tºmeg elŖbb a vill§s rug· mindk®t §g§t haszn§lta, majd csak az egyiket. Kider¿lt, hogy ez 

ut·bbi eset®ben a tºmeget nem tartalmaz· rug·§g m§r ºn§ll· mozg§st v®gez, mintegy 3. 

tºmegk®nt l®p fel, b§r saj§t frekvenci§t nem k®pez. 

 

H§rom szabads§gfok¼ szabad rezg®s m®r®se hajl²tott tart·n 

A fŖtºmegre p§rhuzamosan csatolt k®t tºmeg (3-DoF) szabad rezg®s®nek m®r®sei (4. 

f¿ggel®k) sor§n nem siker¿lt k®t saj§t frekvenci§n§l tºbbet kim®rni. Az alacsonyabbik 

frekvenci§j¼ volt a nagyobb amplit¼d·j¼ jel, a magasabb frekvenci§j¼ a kisebbik. Az elm®leti 

sz§m²t§sok szerint a kettŖ kºzºtt kellett volna kapnunk m®g egy tov§bbi jelet, de ezt nem 

siker¿lt megtal§lni. Csak a kutat§s k®sŖbbi, szimul§ci·s vizsg§lati szakasz§ban der¿lt ki, hogy 

m§r minim§lis csillap²t§s mellett is eltŤnnek a kºzb¿lsŖ saj§t frekvenci§k, ez®rt hi§nyzott a 

kºz®psŖ. 

A tov§bbi m®r®sekrŖl a k®sŖbbiekben a szimul§ci·ra helyeztem a hangs¼lyt. 
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5. SZIMULĆCIčK 

A m®r®sek sz§m§nak csºkkent®se c®lj§b·l szimul§ci·s szoftvereket vettem ig®nybe. A 

M®rnºki Karon oktatott ®s ²gy rendelkez®sre §ll· Autodesk Inventor rendelkezik bizonyos 

v®geselem sz§m²t§sokra k®pes modullal (fesz¿lts®g-, alakv§ltoz§si, saj§tfrekvencia 

sz§m²t§sok), de sem Frekvencia V§lasz F¿ggv®ny (FRF), sem nem-line§ris anyagjellemzŖk 

nem §ll²that·ak elŖ vele.  

Az ANSYS szoftverrel tºrt®ntek biztat· pr·b§lkoz§sok, ®s b§r ez a szimul§ci·s szoftver k®pes 

bizonyos ter¿leteken nem-line§ris anyagmodellel dolgozni, sajnos a sz§munkra fontos FRF 

modulban nem. Amikor ismerkedtem ezzel a szoftverrel, kider¿lt, hogy a beker¿l®si ®s ®ves 

rendszerkºvet®si kºlts®ge magas, ®s helyes kezel®se igen komoly szintŤ gyakorlotts§got 

ig®nyel, amelynek az elsaj§t²t§sa rendk²v¿l idŖig®nyesnek tŤnt, ez®rt a tov§bbiakban nem 

haszn§ltam. 

Igen sokat t§maszkodtam viszont a mozg§s le²r§s§n§l a numerikus integr§l§sra, aminek a 

lehetŖs®g®t az Excell ny¼jtotta sz§momra. Nagy seg²ts®g volt az analitikus levezet®sek 

helyess®g®nek igazol§s§ra, de sokat haszn§ltam a mozg§sok megismer®s®re is, k¿lºnbºzŖ 

param®terek v§ltoztat§sa mellett.  

5.1 ¥t szabads§gfok¼ rezgŖ rendszer szimul§ci·s vizsg§latai 

A szimul§ci·s vizsg§latok sor§n azt kerestem, hogy  

- milyen ºsszef¿gg®s van a transzl§ci·s modell ®s a hajl²tott tart·s modell param®terei 

kºzºtt, 

- mennyire befoly§solja a mozg§st a csillap²t§s m®rt®ke. 

Transzl§ci·s ®s hajl²tott tart·s modell rezg®si jellemzŖinek ºsszehasonl²t§sa  

Ez a fejezet a III. t®zist mutatja be. 

Az 5-DoF hajl²tott tart·s ®s transzl§ci·s modellek rezg®si tulajdons§gainak ºsszehasonl²t§s§t 

egy p®ld§n kereszt¿l mutatom be, ahol az analitikai adatokat ºsszevetettem az elk®sz²tett 3D 

szil§rdtest modell VEM anal²zis®vel kapott rezonancia frekvencia adatokkal. Az 

ºsszehasonl²t§sra sz§nt rezgŖ rendszert a kºvetkezŖk szerint k®sz²tettem el: 

1. ElsŖ l®p®sben megalkottam az AutoCAD Inventor seg²ts®g®vel az elŖzetes sz§m²t§soknak 

fizikailag is megfelelŖ 3D szil§rdtest modellt.  

a=0,12 m, b2=0,11 m, b3=0,13 m, b4=0,15 m, b5=0,17 m  
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2. A 3D modellbŖl meghat§roztam az mi (i=1..5) koncentr§lt tºmegeket ɟ=7850 kg/m
3
 

sŤrŤs®ggel. A rug·k tºmeg®t a tºbbi tºmeghez k®pest elhanyagolhat· szinten [5], a 

koncentr§lt tºmegekhez viszony²tva 10%-os ®rt®k alatt tartottam a 3D modell 

megalkot§s§n§l. Erre az®rt volt sz¿ks®g, mert a hajl²tott tart·s modellel szemben a 

transzl§ci·s modelln®l nincs lehetŖs®g a rug·k tºmeg®nek besz§m²t§s§ra. 

m1=4.000 kg, m2=m3=m4=m5=0.500 kg 

3. A 3D modell geometriai adataib·l kisz§m²tottam a hajl²tott tart·s modell hajl²t§si 

ellen§ll§si ®rt®keit, E=210 GPa rugalmass§gi modulusszal. 

I1E=12,285 Nm
2
, I2E=2,835 Nm

2
, I3E=3,780 Nm

2
, I4E=4,725 Nm

2
, I5E=5,670 Nm

2
 

4. A (132)-(135) k®pleteknek megfelelŖen kisz§moltam a hajl²tott tart·s modell rug·§lland· 

m§trix§nak elemeit, majd azok alapj§n a transzl§ci·s modell rug·merevs®geit a 

kºvetkezŖk szerint: 

ί ρȾὧ  (171) 

ί
 
ȟ   Ὥ ςȣυ (172) 

5. A befog§si rug·merevs®get ®s a csillap²t§sokat szint®n elhanyagoltam a k®t modell azonos 

szintŤ be§ll²t§sa c®lj§b·l. (Befog§si rug·merevs®g a transzl§ci·s modellben nincs, 

csillap²t§s a hajl²tott tart·s modellben ker¿lt kor§bban elhanyagol§sra. A transzl§ci·s 

modelln®l ki=0,0001 Ns/m ®rt®kek lettek be§ll²tva a z®r·val val· oszt§s elker¿l®s®re.) 

6. A transzl§ci·s (t indexŤ) modell A1t amplit¼d·ja a gerjeszt®si kºrfrekvencia f¿ggv®ny®ben 

a kor§bban t§rgyalt m·don a (102) egyenlettel ker¿lt meghat§roz§sra. Az eredm®nyeket a 

75. §bra mutatja be. Piros folytonos vonallal l§that· a csatolt tºmegekkel ell§tott fŖtºmeg 

amplit¼d·ja, szaggatott k®k vonal jelºli a csatolt tºmegek n®lk¿li amplit¼d·t. 

7. A Cramer szab§ly ®s a (171)-(172) egyenletek felhaszn§l§s§val kisz§m²tottam a 

rug·§lland· m§trix ®rt®keit, majd a hajl²tott tart·s (m indexŤ) modell fŖtºmeg®nek A1m 

amplit¼d·j§t az adott ɤg gerjeszt®si kºrfrekvenci§n a kºvetkezŖk szerint: 

ὃ  (173) 
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A 76. §br§n l§that· a hajl²tott tart·s modell maxim§lis kit®r®se a gerjeszt®si 

kºrfrekvencia f¿ggv®ny®ben.  

 

75. §bra 5-DoF (folytonos vonal) ®s 1-DoF (csatolt tºmegek n®lk¿li) (szaggatott vonal) 

transzl§ci·s modell amplit¼d·i a gerjeszt®si frekvencia f¿ggv®ny®ben 

 

76. §bra 5-DoF hajl²tott tart·s modell amplit¼d·i a gerjeszt®si kºrfrekvencia f¿ggv®ny®ben 

8. A kapott analitikus eredm®nyeket numerikus sz§m²t§sokkal igazoltam (4. sz. f¿ggel®k). A 

numerikus sz§m²t§sokat Excell t§bl§k seg²ts®g®vel v®geztem el a kºvetkezŖk szerint: 

- A sz§m²t§sokat ȹt=0,0001 s-os idŖkºzºkkel v®geztem 0-10 s idŖtartamban. 

- A kezdeti tranziens jelens®gek elimin§l§s§ra k1=80Ns/m ®rt®ket kellett 

be§ll²tanom, hogy a 3. m§sodperc v®g®re lecsengjenek. Ez a gºrb®k bizonyos 

fok¼ torz²t§s§hoz vezetett, de az igazol§st nem vesz®lyeztette. 

- A maxim§lis ®rt®keket a 4-10 s idŖtartamb·l szŤrtem ki. 

A 75. ®s 76. §br§kat ºsszehasonl²tva l§that·, hogy mindk®t modell (transzl§ci·s ®s hajl²tott 

tart·s) eset®ben 5 darab rezonancia ®s 4 db fŖtºmeg meg§ll²t§si (A1=0) gerjeszt®si 

kºrfrekvencia fordul elŖ, de ezek a k®t gºrb®n nem azonos poz²ci·kban helyezkednek el. A 

h§rom kºz®psŖ rezonancia frekvencia mindk®t gºrb®n szinte azonos poz²ci·j¼ ®s a lefut§si 
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jelleg¿k is hasonl·. A k®t modell elsŖ ®s utols· rezonanci§i mind helyzet, mind lefut§s 

tekintet®ben elt®rŖek. A meg§ll²t§si frekvenci§k a hajl²tott tart·s modelln®l alacsonyabbak, 

mint a transzl§ci·s eset®ben. 

A 78. §br§n l§that· az 5-DoF hajl²tott tart·s szerkezet 3D szil§rdtest modellj®n az Inventor 

VEM anal²zis®vel v®gzett rezonancia vizsg§lat eredm®nye. Befog§s k®nyszert alkalmaztam a 

laprug· als· ®s felsŖ fel¿let®nek c®lszerŤen lev§lasztott r®sz®n (67.a §bra). Terhel®s nem 

ker¿lt felv®telre. A h§l· be§ll²t§sai a 77. §br§n l§that·k. Lok§lis h§l· finom²t§st a laprug· als· 

®s felsŖ fel¿let®n hajtottam v®gre 1,000 mm ®rt®kben (kiv®ve a befog§si fel¿leteket). 

   

77. §bra VEM szimul§ci· h§l· be§ll²t§sai 

A VEM anal²zis rezonancia kºrfrekvencia eredm®nyei ®s az anal²zis szerinti mozg§s 

form§j§nak le²r§sa a kºvetkezŖ: 

ɤ1 = 29,38 1/s ï Mind az ºt test azonos f§zisban rezeg. Ez az m1 fŖtºmeg legalacsonyabb 

rezonancia kºrfrekvenci§ja. (78.a §bra) 

ɤ2 = 83,38 1/s ï Az m1 fŖtºmeg §ll, a leghosszabb laprug·ra szerelt m5 tºmeg rezon§l. Ez a 

legalacsonyabb fŖtºmeg meg§ll²t· kºrfrekvencia. (78.b §bra) 

ɤ3 = 92,05 1/s ï Az m1 fŖtºmeg §ll, a m§sodik leghosszabb laprug·ra szerelt m4 tºmeg 

rezon§l. Ez a m§sodik legalacsonyabb fŖtºmeg meg§ll²t· kºrfrekvencia. (78.c §bra) 

ɤ4 = 102,16 1/s ï Az m1 fŖtºmeg §ll, az m3 ®s m4 tºmegek egyszerre rezon§lnak, de 

ellent®tes f§zisban. Ez a harmadik legalacsonyabb fŖtºmeg meg§ll²t· kºrfrekvencia. 

(78.d §bra) £rdekes, hogy a v§rakoz§ssal ellent®tben a VEM anal²zis sor§n nem kaptunk 

k®t k¿lºn§ll· rezonancia frekvenci§t, ahol m3 ®s m4 ºn§ll·an rezon§lna.  

ɤ5 = 135,40 1/s ï A rendszer torzi·s mozg§st v®gez. Ez a vizsg§latunk szempontj§b·l 

irrelev§ns. (78.e §bra) 
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ɤ6 = 159,72 1/s ï A fŖtºmeg ®s a n®gy csatolt tºmeg ellent®tes f§zisban rezeg. Ez a 

legmagasabb rezonancia kºrfrekvencia a k®t modell szempontj§b·l. (78.f §bra) 

 

a)   b)  

c)   d)  

e)   f)  

78. §bra Az Inventor VEM anal²zisa sor§n kapott elsŖ hat saj§t frekvencia (Modal 

Frequency): a) ɤ1, b) ɤ2, c) ɤ3, d) ɤ4, e) ɤ5, f) ɤ6.  

Az Inventor VEM anal²zis§val kapott ɤ2, ɤ3, ɤ4 kºrfrekvenci§k j·l illeszkednek a transzl§ci·s 

modelln®l a fŖtºmeget meg§ll²t· elsŖ h§rom gerjeszt®si frekvenci§ra, m²g az elsŖ ®s hatodik 

kºrfrekvencia (ɤ1, ɤ6) a hajl²tott tart·s modellt t§mogatja. A k®t modell gerjesztett rezg®si 

eredm®nyeit ®s a VEM anal²zis szabad rezg®si eredm®nyeit a 3. t§bl§ban foglaltam ºssze. Az 

egy sorban l®vŖ, vastagon szedett kºrfrekvencia ®rt®kek t§mogatj§k egym§st. 

Az ºsszehasonl²t§s alapj§n elmondhat·, hogy a hajl²tott tart·s modellel vizsg§lhat· a 

transzl§ci·s modell viselked®se gerjesztett rezg®sek eset®n, az elt®r®sek ellen®re is. A hajl²tott 

tart·s szerkezet m®r®si szempont¼ elŖnyei, melyek egyszerŤs®g®ben rejlenek, feledtetik a 

sz§m²t§si elt®r®seket. ĉgy a ñTap®taò-jellegŤ metastrukt¼ra vizsg§lat§ra alkalmas. 
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 Transzl§ci·s 

modell 

ɤ [rad/s] 

Hajl²tott tart·s 

modell 

ɤ [rad/s] 

Inventor V®geselem M·dszer (VEM) 

(Hajl²tott tart·s modellre) 

            ɤ [rad/s] 

FŖtºmeg 

meg§ll 

A1= 0 m 

83,21 67,26 ɤ2 = 83,38 m5 mozog 

91,65 87,73 ɤ3 = 92,05 m4 mozog 

101,60 98,24 ɤ4 = 102,16 m2 ®s m3 egy¿tt mozog, 

ellent®tes f§zisban 

113,05 110,28 nincs hasonl· ®rt®k 

 ɤ5 = 135,40 Torzi·s mozg§s 

A1 rezon§l 

55,06 30,42 ɤ1 = 29,34 m1 ®s a csatolt tºmegek 

azonos f§zisban 

mozognak 

85,76 86,53  

nincs hasonl· ®rt®k 95,39 96,68 

106,88 108,58 

132,87 168,94 ɤ6 Ÿ 159,72 m1 ®s a csatolt tºmegek 

ellent®tes f§zisban 

mozognak 

3. t§bla A rezg®s k¿lºnbºzŖ jellemzŖ frekvenci§i Transzl§ci·s ®s Hajl²tott tart·s modellen, 

gerjesztett m·dban, valamint VEM anal²zissel szabad rezg®s eset®n. 

 

5.2 Tºmegek kºzºtti csillap²t§s hat§sa a transzl§ci·s modell gerjesztett 

rezg®seire 

Ez a fejezet a IV. t®zist mutatja be. 

A dinamikus rezg®scsillap²t§ssal foglalkoz· fejezetben m§r bemutattam, hogy a fŖtºmeg ®s a 

csatolt tºmeg kºz® helyezett csillap²t§s az elhangol§s m®rt®k®t csºkkenti. A h§rom 

szabads§gfok¼ szabad rezg®s m®r®sekor pedig azt tapasztaltam, hogy csak k®t saj§t frekvencia 

volt kim®rhetŖ ®rt®kŤ. Mindezek alapj§n arra kerestem a v§laszt, hogyan viselkedik az ºt 

szabads§gfok¼, ñTap®taò-jellegŤ metastrukt¼ra a fŖtºmeg ®s csatolt tºmeg kºzºtti csillap²t§si 

t®nyezŖ (ki i=2..5) ®rt®k®nek emel®s®re.  
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A 79. §bra mutatja be transzl§ci·s modell eset®ben a fŖtºmeg maxim§lis elmozdul§sait 

k¿lºnbºzŖ gerjeszt®si kºrfrekvenci§kon a csillap²t§si t®nyezŖk f¿ggv®ny®ben. A p®ld§ban 

felhaszn§lt alapadatokat az elŖzŖ p®ld§b·l hoztam tov§bb. Minden csillap²t§st (ki i=1..5) 

egys®gesen v§ltoztattam 0-5 Ns/m ®rt®kek kºzºtt. A kritikus csillap²t§sok minden egyes 

csatolt tºmeg eset®ben j·val magasabbak voltak, p®ld§ul a legalacsonyabb kritikus csillap²t§s 

az m5ïn®l jelentkezett: k5krit=2mɤ5=83,21 Ns/m volt.  

 

79. §bra FŖtºmeg amplit¼d· a gerjeszt®si frekvencia ®s a csillap²t§si t®nyezŖ 

f¿ggv®ny®ben transzl§ci·s modelln®l. 

A 79. §br§ban teh§t l§that·v§ v§lt, hogy a transzl§ci·s modelln®l m§r csek®ly csillap²t§s 

eset®n is eltŤnnek a kºzb¿lsŖ rezonancia frekvenci§k, ki=5 Ns/m eset®n m§r alig ®szlelhetŖek. 

Ez alapj§n v§rhat·an a hajl²tott tart·s modell is hasonl·an mŤkºdik. 
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ĐJ TUDOMĆNYOS EREDM£NYEK ï T£ZISEK 

Az ¼j tudom§nyos eredm®nyeimet az al§bbi t®zisekben foglaltam ºssze: 

I. Kiterjesztettem a forg· vektorokkal le²rt rezg®sek kºr®t az n szabads§gfok¼, 

gerjesztett, csillap²tott, transzl§ci·s, line§ris karakterisztik§j¼ rezgŖ rendszerre, ahol a 

gerjesztett fŖtºmeghez n-1 darab p§rhuzamosan csatolt gerjesztetlen tºmeg 

kapcsol·dik. Az n-sz§m¼, m§sodrendŤ differenci§l-egyenletbŖl §ll· egyenletrendszert 

analitikusan megoldottam a fŖtºmeg amplit¼d·j§t kifejezve, a csatolt tºmegeknek a 

fŖtºmeg elmozdul§s§hoz k®pest l®trejºvŖ f§zisk®s®seivel ®s egy ¼jonnan bevezetett 

amplit¼d· ar§nnyal (Gi1), a csillap²t§sok ®s a gerjeszt®si frekvencia f¿ggv®ny®ben (3.5 

fejezet).  

[P1. ï P9. publik§ci·k] 

II.  Đj elj§r§st dolgoztam ki a rugalmas befog§s rug·merevs®g®nek meghat§roz§s§ra 

hajl²tott tart·s modell eset®ben, ami az egy szabads§gfok¼ rendszer m®r®si 

eredm®nyeire t§maszkodik (4.4 fejezet). 

[P1., P3., P8. publik§ci·] 

III.  Elj§r§st dolgoztam ki a transzl§ci·s ®s a hajl²tott tart·s modellek mozg§sjellemzŖinek 

ºsszehasonl²t§s§ra, a rezonancia frekvenci§k ®s a fŖtºmeget meg§ll²t· frekvenci§k 

ºsszevet®s®vel. Az ºsszehasonl²t§s alapj§n meg§llap²tottam, hogy a hajl²tott tart·s 

modellel vizsg§lhat· a transzl§ci·s modell viselked®se gerjesztett rezg®sek eset®n, az 

elt®r®sek figyelembe v®tele mellett. (5.1 fejezet).  

[P1. publik§ci·] 

IV.  Kimutattam, hogy tºbb p§rhuzamosan csatolt tºmeg eset®ben a csatol§sok kism®rt®kŤ 

csillap²t§sa is jelentŖsen csºkkenti a kºzb¿lsŖ rezonancia frekvenci§n jelentkezŖ 

fŖtºmeg amplit¼d·kat, ²gy csak a k®t sz®lsŖ (legkisebb ®s legnagyobb) rezonancia 

frekvenci§j¼ hely marad kim®rhetŖ ®rt®kŤ (5.2 fejezet). 

[P1. publik§ci·] 
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JEL¥L£SEK 

 Latin betŤk: 

 a [m/s
2
] Gyorsul§s 

 an  Fourier sorba fejtett Ăcaò f¿ggv®ny n-dik konstansa 

 A [m] Amplit¼d· 

 B [m] Amplit¼d· 

 c [m/N] Rug·§lland· 

 c [m/s] Hang terjed®si sebess®ge levegŖben 

 C [m/N] Rug·§lland· m§trix 

 ca()  F¿ggv®ny 

 d [m] Elmozdul§s 

 D  Lehr-f®le csillap²t§si viszonysz§m 

 E [Pa] Rugalmass§gi modulusz 

 f [Hz] Frekvencia 

 f [N]  ErŖ (nem line§ris esetben) 

 F [N]  ErŖ 

 F [N]  GerjesztŖerŖ vektor 

 G [Pa] Cs¼sztat· rugalmass§gi modulusz 

 Gi1  Amplit¼d· ar§ny (az 1. tºmeg amplit¼d·j§hoz viszony²tva) 

 h [m] SzigetelŖ anyag r®tegvastags§ga 

 I [m
4
] M§sodrendŤ nyomat®k (a mi eset¿nkben tengelyre v®ve) 

 k [Ns/m] Csillap²t§si t®nyezŖ 

 kkrit [Ns/m] Kritikus csillap²t§si t®nyezŖ 

 K [Ns/m] Csillap²t§si m§trix 

 K [Pa] Kompresszi·s modulusz (bulk modulusz) 

 m [kg] Tºmeg 

 M [kg] Tºmeg m§trix 

 n  Tºr®smutat· 

 s [N/m] Rug·merevs®g 

 S [N/m] Rug·merevs®gi m§trix 

 S  Tºmegkºz®ppont 

 T [s] Peri·dusidŖ 

 Tc  Transzmisszi·s egy¿tthat· 
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 TL [dB] Transzmisszi·s veszets®g 

 u [m] Koordin§ta (§ltal§nos) 

 v [m/s] Sebess®g 

 xst [m] Rug· megny¼l§sa statikus terhel®s eset®n 

 x, y, z [m] Koordin§t§k 

 y [m] Elmozdul§s vektor 

 

 Gºrºg betŤk: 

 Ŭ  A nem-linearit§s foka 

 ɓ [1/s] Fajlagos csillap²t§si t®nyezŖ 

 ɓ()  Euler B®ta f¿ggv®nye 

 Ů [As/Vm] Elektromos permittivit§s (dielektromos §lland·) 

 ɛ  S¼rl·d§si t®nyezŖ 

 ɛ [Vs/Am] M§gneses permeabilit§s 

 ɜ  Poisson t®nyezŖ 

 ʇŬ  A Ăcaò f¿ggv®ny peri·dusa 

 ɟ [kg/m
3
] SŤrŤs®g 

 ɟŬ [kg/m
3
] LevegŖ sŤrŤs®ge 

 ű [rad, Á] F§ziseltol·d§s 

 ɣ [rad, Á] F§ziseltol·d§s 

 ɤ [1/s] Kºrfrekvecnia (line§ris karakterisztika eset®n) 

 ɋ [1/s] Kºrfrekvencia (nem-line§ris karakterisztika eset®n) 
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R¥VIDĉT£SJEGYZ£K 

 AMM  Acoustic Metamaterials Akusztikus metaanyagok 

 ATVA  Adaptive Tunable Vibration Absorber 

   Adapt²van hangolhat· rezg®scsillap²t· 

 COST Europeen Cooperation in Science and Technology 

   Eur·pai kooper§ci· a tudom§nyban ®s  

   technol·gi§ban 

 DA Dynamic Absorber Dinamikus rezg®scsillap²t· 

 DENORMS   Design of Noise Reducing Materials and Structures 

   ZajcsºkkentŖ anyagok ®s szerkezetek  

   tervez®se 

 n-DoF n-Degree-of-Freedom n-szabads§gfok¼ 

 EMHR ElectroMechanical Helmholtz Resonator 

   Elektromechnaikus Helmholtz rezon§tor 

 FDM Fused Deposition Modelling R§olvaszt§sos m·dszer (3D nyomtat§s) 

 FEA Finite Element Analysis V®geselem anal²zis 

 FEM Finite Element Method V®geselem m·dszer (VEM) 

 FFT Fast Fourier Transformation Gyors Fourier transzform§ci· 

 FRF Frequency Response Function Frekvencia v§lasz f¿ggv®ny 

 MRE Magnetorheological Elastomer Elektrom§gneses aktivit§s¼ elasztomer 

 MSL Micro Stereolithography Mikro sztereolitogr§fia (3D nyomtat§s) 

 PC Photonic Crystals Fotonikus krist§lyokok 

 PMA Plasmonic Metamaterial Absorbers Plazmonikus abszorberek 

 PnC Phononic Crystals (Sonic crystals) Fononikus krist§lyok 

 RS Resonant Structures Rezon§l· strukt¼r§k 

 SC Space Coiling Labirintusok 

 SCR Sonic Crystal Resonator Fononikus rezon§tor 

 SLM Selective Laser Melting Szelekt²v l®zeres ºmleszt®s 

 SLS Selective Laser Sintering Szelekt²v l®zeres szinterez®s 

 SMA Shape Memory Alloy Alak-mem·ri§j¼ ºtvºzet 

 TL Transmission Loss Transzmisszi·s vesztes®g 
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TĆBLĆZATJEGYZ£K 

 

1. t§bla ¥t szabads§gfok¼ rezgŖ rendszer alapadatai sz§m²t§si p®ld§hoz felv®ve 

2. t§bla  Sz§m²tott ®s m®rt saj§t frekvenci§k hajl²tott tart·s 2-DoF rendszerben 

3. t§bla  A rezg®s k¿lºnbºzŖ jellemzŖ frekvenci§i Transzl§ci·s ®s Hajl²tott tart·s 

modellen, gerjesztett m·dban, valamint VEM anal²zissel szabad rezg®s eset®n. 
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ĆBRAJEGYZ£K 

1. §bra  Rezg®s terjed®se az emisszi·t·l az immisszi·ig. 

2. §bra  Statikus (fent)) ®s dinamikus (lent) kiegyens¼lyozatlans§g 

3. §bra  ŕrlŖg®p automatikus kiegyens¼lyoz· rendszere [2] 

4. §bra  K¿lºnbºzŖ csillap²t§s¼ rezonancia gºrb®k a P ®s Q invari§ns pontokkal 

5. §bra  Forg· dinamikus rezg®scsºkkentŖ szerkezet ez vertik§lis mos·g®p kosar§nak 

tetej®re rºgz²tve [10] 

6. §bra  Sz®les s§vban §ll²that· rug·merevs®gŤ dinamikus rezg®scsillap²t· sematikus 

§br§ja [11] 

7. §bra  Adapt²v hangol§s¼ rezg®scsºkkentŖ koncepci·: 1: belsŖ henger, 2: forg· 

tengely, 3: f¿l, 4: elektrom§gneses tekercs, 5: k¿lsŖ henger, 6: MRE anyag 

[12] 

8. §bra  A London Millennium Footbridge vertik§lis (jobbra fent) ®s horizont§lis 

(jobbra lent) ir§ny¼ dinamikus rezg®scsºkkentŖ egys®gei [13] 

9. §bra  SMA oszcill§tor rendszer modell [14] 

10. §bra  Befogott tart·n, k¿lºnbºzŖ poz²ci·ban alkalmazott dinamikus rezg®scsºkkentŖ 

elem: (a) m®rŖrendszer, (b) csatolt tºmeg poz²ci·i a befogott tart·n, (c) (d) 

k¿lºnbºzŖ poz²ci·k mellett m®rt fŖtºmeg amplit¼d·k (piros: csatolt tºmeggel, 

k®k: csatolt tºmeg n®lk¿l) [15] 

11. §bra  Az optikai lemez meghajt·ban alkalmazott adapt²v dinamikus rezg®scsºkkentŖ 

sematikus §br§ja ®s install§ci·ja [16] 

12. §bra  Inga ®s elektrom§gnes kombin§ci·ja [17] 

13. §bra  FŤv§g· trimmerhez k®sz²tett k®t-tengelyŤ dinamikus rezg®scsºkkentŖ egys®g 

[18] 

14. §bra  Matlak ®s t§rsai FMD modellje [36] 

15. §bra  A f®m rezon§torok k¿lºnbºzŖ elrendez®si m·djai az epoxy mŤgyanta 

m§trixban [37]  

16. §bra  DôAlessandro ®s t§rsai nylon anyagb·l SLS k®sz²tett metastrukt¼r§ja [38] 

17. §bra  A hang terjed®s®nek ir§ny§ban v§ltoz· metastrukt¼ra [39] 

18. §bra  a) Lucklum ®s Vellekoop §ltal MSL technol·gi§val nyomtatott fononikus 

krist§ly, b) a strukt¼ra le²r§s§hoz haszn§lt egys®g cella [40] 

19. §bra  Kruisov§ ®s t§rsai §ltal k®sz²tett metastrukt¼ra szerkezeti geometria vari§ci·i 

[42] 
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20. §bra  Koncentrikus hengerekbŖl k®sz¿lt rezon§l· strukt¼r§k [43] 

21. §bra  Laurenti ®s t§rsai Fabry-Perot metaanyaga levegŖben haszn§lva. h=14,8 mm ®s 

ȿ=2.96 mm [44] 

22. §bra  Fononikus krist§ly ®s Helmholtz rezon§tor t§rs²t§sa akusztikus hull§mok 

energi§inak lecsapol§s§ra  

23. §bra  a) Fresnel lencse  elv®nek haszn§lata labirintus metastrukt¼r§ban, b) maga az 

elk®sz¿lt metaanyag. 

24. §bra  Gºmb form§j¼ metastrukt¼r§k: a) Fu ®s t§rsai [50], b) Xie ®s t§rsai szerkezetei 

[51] 

25. §bra  Szelekt²v l®zer szint®zissel (SLS) k®sz¿lt auxetikus metaanyagok: balra: 

Poliamid strukt¼ra ɜ=-0,5 [59], jobbra: makroszkopikus polimer strukt¼ra ɜ=-

0,08 [60] 

26. §bra  Bl¿ckmann ®s t§rsai §ltal k®sz²tett pentamon kºpeny elasztikusan elrejti a 

belsej®be rejtett merev hengert [63]. 

27. §bra  Mechanikus metaanyag csavarod§sra [64] 

28. §bra  Ti-6Al-4V anyag¼ pentamon r§cs szelekt²v l®zer ºmleszt®ssel (SLM) k®sz²tve, 

biol·giai felhaszn§l§sra [65] 

29. §bra  2D alap-strukt¼r§k csoportos²t§sa kiralit§s szempontj§b·l [66] 

30. §bra  Tºmeg-a-tºmegben modell 

31. §bra  Effekt²v tºmeg ®rtelmez®se a tºmeg-a-tºmegben modell alapj§n 

32. §bra  Dimenzi· n®lk¿li effekt²v tºmeg (meff/m1) a gerjesztŖ kºrfrekvencia (ɤ/ɤ2) 

f¿ggv®ny®ben 

33. §bra  Nem-line§ris abszorber koncepci·ja 

34. §bra  Negat²v effekt²v tºmegŤ alapegys®g fel®p²t®se 

35. §bra.  Akusztikus metaanyag egydimenzi·s alapegys®ge [70] 

36. §bra  Negat²v effekt²v tºmeg frekvencias§v-r®s eltol·d§sa nem-line§ris rendszer 

eset®n 

37. §bra  K²s®rleti berendez®s §ltal m®rt Frekvencia V§lasz F¿ggv®ny (FRF) [71] 

38. §bra  ĂTap®taò-jellegŤ metastrukt¼ra elemi egys®ge 

39. §bra  Egy szabads§gfok¼, periodikus gerjeszt®sŤ, viszk·zus csillap²t§s¼ rezg®s 

modellje 

40. §bra  Forg·vektor koordin§t§k 

41. §bra  Egyens¼lyi erŖrendszer forg·vektorai 
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42. §bra  Nem-line§ris rug·karakterisztik§j¼ egy-szabads§gfok¼ rezgŖ rendszer erŖinek 

forg·vektoros §br§zol§sa [74] 

43. §bra  Nem-line§ris rug·merevs®gŤ rezgŖ rendszer rezonancia-viszonyai [12] 

44. §bra  K®t szabads§gfok¼, gerjesztett, csillap²tott rezg®s modellje 

45. §bra  Csatolt tºmegre hat· erŖrendszer  

46. §bra  Csatolt tºmeg eredŖ erŖvel 

47. §bra  Az ά  testre hat· forg·vektorok 

48. §bra  Tºmeg-a-tºmegben alrendszer csillap²t§ssal 

49. §bra  • Ὀȟ  f§ziseltol·d§s 

50. §bra  Ὃ Ὀȟ  amplit¼d· ar§ny 

51. §bra  Transzl§ci·s ºt szabads§gfok¼ (5-DoF) modell 

52. §bra  Az άtºmegre hat· erŖk DôAlembert szerint, 5-DoF eset®n 

53. §bra  Az n. csatolt tºmegre hat· erŖk a fŖtºmeg ®s az n. csatolt tºmeg mozg§s§ban 

54. §bra  Ὃ ὃȾὃ amplit¼d· ar§nyok az ‫ ‫ϳ  kºrfrekvencia ar§ny f¿ggv®ny®ben 

55. §bra  F§zisk®s®s a Ὠ  ®s Ὠ elmozdul§sok kºzºtt ‫ ‫ϳ  f¿ggv®ny®ben 

56. §bra  FŖtºmeg amplit¼d·i osztva a statikus ny¼l§s§val ‫ ‫ϳ  f¿ggv®ny®ben 

57. §bra  A gerjesztŖ erŖ ®s a fŖtºmeg elmozdul§s kºzºtti f§zisk®s®s ‫ ‫ϳ  

f¿ggv®ny®ben 

58. §bra  Az ά tºmegre hat· erŖk DôAlembert szerint, n szabads§gfok eset®n 

59. §bra  Zhu ®s t§rsai §ltal ºssze§ll²tott m®rŖkºr [75] 

60. §bra  PHOTON+ dinamikus jelanaliz§tor erŖs²tŖvel, tart· szerkezettel, r§z·g®ppel, 

gyorsul§s- ®s erŖm®rŖkkel, valamint egy 3D nyomtat·val k®sz²tett metaanyag 

v§zzal 

61. §bra  Fourier transzform§ci· 

62. §bra  K®t szabads§gfok¼, tºmeg-a-tºmegben elrendez®sŤ rezgŖ rendszer m®r®si 

modellje  

63. §bra  5-DoF hajl²tott tart·s modell 

64. §bra  5-DoF hajl²tott tart·s modell saj§t kºrfrekvenci§i Autodesk Inventor VEM 

anal²zis®vel 

65. §bra  M®rŖ rendszer 3-DoF elrendez®sben, gerjeszt®ssel 

66. §bra  Hajl²tott tart·s 3-DoF modell 

67. §bra  5-DoF hajl²tott tart·s modell a) 3D szil§rd test modell, b) modell s®m§ja 
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68. §bra  2-DoF szabad rezg®s FFT m®r®se a h§l·zati frekvenci§n ®s felharmonikusain 

kapott jelekkel. A felsŖ §bra a jelek idŖbeli lefut§s§t, az als· a k¿lºnbºzŖ 

frekvenci§j¼ ºsszetevŖket §br§zolja. 

69. §bra  A jelek ®szlel®se FFT ut§n ymax ®rt®k®nek csºkkent®s®vel 

70. §bra  1-DoF szabad rezg®s saj§t frekvenci§j§nak m®r®sei hajl²tott tart·s modellen 

71. §bra Rugalmas befog§s elm®leti v§zlata 

72. §bra  Rug· tºmeg®nek reduk§l§sa az m1 tºmeg poz²ci·j§ba  

73. §bra  Befog§si rug·§lland· (cBef) ®rt®kek egy szabads§gfok¼, rugalmasan befogott 

tart· eset®ben, a tºmeg (m1) befog§st·l m®rt poz²ci·j§nak (a) f¿ggv®ny®ben. A 

pontok jelzik a m®rt ®rt®keket, a folytonos vonal a trend vonal. 

74. §bra  2-DoF rendszer rugalmas befog§ssal 

75. §bra  5-DoF (piros vonal) ®s 1-DoF modell (csatolt tºmegek n®lk¿l) (k®k szaggatott 

vonal) transzl§ci·s modell amplit¼d·i a gerjeszt®si frekvencia f¿ggv®ny®ben  

76. §bra  5-DoF hajl²tott tart·s modell amplit¼d·i a gerjeszt®si kºrfrekvencia 

f¿ggv®ny®ben 

77. §bra  VEM szimul§ci· h§l· be§ll²t§sai 

78. §bra  Az Inventor VEM anal²zisa sor§n kapott elsŖ hat saj§t frekvencia (Modal 

Frequency): a) ɤ1, b) ɤ2, c) ɤ3, d) ɤ4, e) ɤ5, f) ɤ6.  

79. §bra  FŖtºmeg amplit¼d· a gerjeszt®si frekvencia ®s a csillap²t§si t®nyezŖ 

f¿ggv®ny®ben transzl§ci·s modelln®l. 
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F¦GGEL£K 

1. sz§m¼ f¿ggel®k: 1-DoF m®r®s: 2020-03-12. cs¿tºrtºk, 12:35-tŖl 

 

Laprug·: 3x30x245mm (kºz®pen 10mm sz®les kimar§ssal) 

 M®rt rug· tºmeg: 108,8g  

 Inventor sz§m²tott rug· tºmeg 117g (§t§ll²tva kisebb sŤrŤs®gŤre a m®rt tºmeg miatt) 

M1 tºmeg:  

 M®rt M1 tºmeg: 146,2g 

Inventor sz§m²tott M1 tºmeg 147g (2 db csavarral kevesebb az §br§n a val·s§ghoz k®pest) 

A tºmeg s¼lypontja 210 mm-re elhelyezve a rug· befog§s§t·l, m®g 5 mm rug· t¼lny¼lik. 

M®rt saj§t frekvencia:   16,3 Hz 

Sz§m²tott saj§t frekvencia (rug·tºmeg 33/140 besz§m²tva):  21,37 HZ 

Inventor VEM saj§t frekvencia (1.§bra: val·s M1 alak):  38,73 Hz  

 

Tºmºr tºmeggel (2. §bra): 

Inventor VEM saj§t frekvencia:  21,33 Hz 
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2. sz§m¼ f¿ggel®k: M®rt saj§t frekvenci§b·l sz§m²tott rugalmas befog§si 

rug·§lland· ®s az ebbŖl nyert tov§bbi adatok a 2020.04.26-i m®r®s alapj§n.  
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3. 2-DoF rezg®s m®r®se, m2 tºmeg csak az egyik vill§n (2020.05.12.) 
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4. ¥sszefoglal· a 2020.05.15-i szabad rezg®s saj§t frekvencia m®r®seirŖl 

 

Ćltal§nos adatok:    m1=0,4761 kg,    m2=0,0894 kg,    m3=0,0707 kg (ha vannak) 

- 1-DoF:  Gerjeszt®s: m1 elŖtti rug· lefel® pend²tve 

l1=120 mm,  t¼lny¼l§s=136 mm (mindk®t rug· villa) 

 

 

- 2-DoF:  Gerjeszt®s: m2 elŖtti 2. rug·n lefel® pend²tve egy ujjal (csak az egyik vill§n) 

l1=120 mm,  l2=105 mm,   l2 t¼lny¼l§sa=31 mm,   l3=136 mm (mind t¼lny¼l§s, mivel 

m3 tºmeg nincs rajta) 
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- 2-DoF:  Gerjeszt®s: m2 elŖtti mindk®t villa§gon le ®s fel, k®t ujjal. 

l1=120 mm,  l2=105 mm,   l2 t¼lny¼l§sa=31 mm,   l3=136 mm (mind t¼lny¼l§s, mivel 

m3 tºmeg nincs rajta) 
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- 2-DoF:  Gerjeszt®s: mindk®t villa§g v®g®n le ®s fel, k®t ujjal pend²tve 

l1=120 mm,  l2=105 mm,   l2 t¼lny¼l§sa=31 mm,   l3=136 mm (mind t¼lny¼l§s, mivel 

m3 tºmeg nincs rajta) 

 
 

 
 

- 3-DoF:  Gerjeszt®s: mindk®t villa§g v®g®n le ®s fel, k®t ujjal pend²tve, m1 leh¼z§sa 

mellett. 

l1=120 mm,  l2=105 mm,   l2 t¼lny¼l§sa=31 mm,   l3=121 mm,   l3 t¼lny¼l§sa=15 mm 
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-  ¼j 3-DoF:  Gerjeszt®s: mindk®t villa§g v®g®n le ®s fel, k®t ujjal pend²tve, m1 leh¼z§sa 

mellett. 

l1=120 mm,  l2=105 mm,   l2 t¼lny¼l§sa=31 mm,   l3=86 mm,   l3 t¼lny¼l§sa=50 mm 
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- 2-DoF:  m1 + m3. Gerj.: mindk®t villa§g v®g®n le ®s fel, k®t ujjal pend²tve, m1-et is 

lefel® h¼zva. 

l1=120 mm,    l3=86 mm,     l3 t¼lny¼l§sa=50 mm,     l2=136 mm (mind t¼lny¼l§s, mivel 

m2 tºmeg nincs rajta). 

 

  






















