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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozatban — a 8. fejezetet kivéve — majdnem biztos hatéareloszlas-
tételeket allitunk és bizonyitunk bizonyos, a dolgozatban ismertetésre keriilé
valoszintiségi valtozok sorozatara, illetve folyamatokra.

A majdnem biztos hatareloszlas-tétel témakore — altalasnosan tekintve a
kérdéskort — azt vizsgalja, hogy ha adottak a bizonyos feltételeket teljesi-

t6 &1,&s, ... valoszintségi valtozok, akkor mely feltételek fennallasa esetén
teljesiil a
1N
D_N Z Ane, (w) = He (1.1)
n=1

konvergencia! P-majdnem minden w € 2 esetén, ahol (2, A, P) a hattérben
allo valoszintiségi mez6t?, d¢ az egy pontra koncentralt eloszlast, ue pedig a
megfelel§ hatareloszlast jeloli.

Természetesen az (1.1) konvergencia nem mindig all fenn: ha &, &, . .. fiig-
getlen, azonos eloszlasi valoszintségi valtozok tgy, hogy E§; = 0 és D?¢; = 1
és S, =& + -+ &,, akkor igaz a kovetkezd

LA dolgozat jelentSs részében — néhany kivételtsl eltekintve — a = szimbélummal je-
16]jok a gyenge konvergenciat, azaz azt, amikor a p és a u, eloszlasok esetén fennéll a
J fdun — [ fdp, ha n — oo konvergencia minden korlétos és folytonos f: R — R fiigg-
vényre.

2A dolgozatban feltételezziik, hogy a hattérben a (2, A, P) valészintiségi mezs szerepel,
akkor is, ha ezt nem mindig jelezziik kiilon az adott tételnél vagy leirasnal.
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P lim sup Z%H]oo,m](sn/\/ﬁ)—m) =0|=0 (12

N—00 _so<z<oco

osszefliggés® (Schatte, [64]), azaz a

S Tl (S0/v) (13)

n=1

aritmetikai kozépre nem teljesiil a majdnem biztos hatareloszlas-tétel (itt
d,=1/N és 1/Dy =1).

Azonban Brosamler [13] és Schatte [64] 1988-ban egymastol fuggetlentil
megmutattik,* hogy igaz a kovetkezd

N
1 X S,
o 1ogNZ oot (%) = 2()

dsszefiiggés majdnem biztosan® minden x € R esetén, ahol S, jeldli a &, &, . ..
fiiggetlen, azonos eloszldsi valdsziniségi valtozok részletisszegeit, azaz S, =
£+ -+ &, tovdbbd EE, = 0, DE2 = 1 és feltételezziik, hogy E|& %1 < oo,
ahol Ij_og 4| jeléli a | — oo, x| halmaz indikdtorfiggvényét, tovibbd ® a szten-
derd normdlis eloszldsfiigguényt.

Azaz, ha a (1.1) Osszefiiggést tekintjik, akkor Dy = log N és a d, =
1/n megfelel§ valasztast biztositanak, természetesen a valdszintségi valtozo
sorozatra leirt feltételekkel egyiittS.

*Ttt, illetve még nehany esetben a dg , /m(]oo,x]) jeldlés helyett a Schatte cikkben
szereplS I 4 (Sn/y/n) szimbolikaval éltiink.

4A két szerzé eredménye annyiban kiilonbozik egymastol, hogy Brosamler a (2 + 4)-ik
(6 > 0) momentumok végesseégét tételezte fel, mig Schatte a 3. momentumok végességébsl
indult ki, azaz nala 6 = 1 volt.

5 Amikor a dolgozatban a "majdnem mindeniitti konvergencia" vagy a "majdnem biztos
konvergencia" kifejezést hasznaljuk, akkor — ha csak mast nem mondunk — a hattérben
allo (Q, A, P) valoszintiségi mezs P valoszintiségi mértéke szerint értjiik a majdnem biztos
(majdnem mindeniitti) konvergenciat, esetenként a "P-majdnem minden w € Q" vagy a
"P-majdnem biztosan" jel6lés helyett csak a "majdnem minden w € Q" vagy egyszeriien
csak a "majdnem mindeniitt", illetve a "majdnem biztosan" kifejezést hasznaljuk.

6Az értekezésben log jeldli a természetes alapt logaritmust, azaz In-t.



Bevezetés

Ha a konvergenciafajtakat az alabbi sémakba foglaljuk, akkor lathato,

egyenletes

Lp Jegorov - pontonkénti

(p>a)

Lg P-m.m.

sztochasztikus
(mértékbeni konv.)

gyenge

hogy az altalunk vizsgéalt majdnem biztos hatareloszlas-tételek hogyan allnak
el6 a kiilonboz6 konvergenciafajtak felhasznélasaval.

Brosamler, illetve Schatte eredményeinek ismertté valasa utan egyre tobb
eredmény sziiletett a témakorrel kapcsolatban.

Major Péter [50], [51] eredményei a majdnem biztos hatareloszlas-tételek
mélyebb alapjaira és Osszefiiggéseire vilagitottak ra.

Fontos mérfoldks volt a Berkes Istvan és Csaki Endre altal publikélt ered-
mény [7]. A cikkben” Berkes ¢s Cséki belatta, hogy ha &,&,. .. figgetlen
valdszintségi vdltozok, fr: RF — R (k =1,2,...) mérhetd figguények és fel-
tessziik, hogy minden 1 < k < [ esetén létezik eqy fi;: RI=% — R mérhetd
figguény gy, hogy

E(fi(&1, -5 &) = fraCrias - &) A1) < C(log, log, (cr/ci)) )

valamely C > 0 és € > 0 estén, tovdbbd (c,)n>1 olyan pozitiv, nemcsikkend
sorozat, amelyre fenndll, hogy ¢, — 00, Cpi1/cn = O(1) és

di =log(cks1/cx), D= ds,

akkor barmely G eloszlasfiigguény esetén a

1
lim — I e = ' '
Aim D ’;de (fe(&r,-. . &) <z)=G(x) majdnem biztosan

7A cikkben tobb fontos tétel talalhaté a témakorrel kapcsolatban, azonban terjedelmi
korlatok miatt csak a fenti tételt idézziik.
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barmely x € Cq esetén és a

lim —— > dP(fr(&r, ... &) < x) = G(x)
k<N

N—o00 DN

barmely x € Cg esetén dllitasok ekvivalensek, ahol Cq jeloli a G folytonossdgi
pontjainak a halmazdt. Az eredmény akkor is érvényben marad, ha a (d,)n>1
sorozatot tetszdlegesen olyan (d),>1 sorozattal helyettesitjik, amelyre fenn-
dll, hogy 0 < dj, < dj, minden k € N esetén és > dj = oc.

A Berkes-Cséki publikdcioban az ismertetésre keriils tételeknek tébb al-
kalmazasa is bemutatésra keriil (példaul a részletosszegek, a szélsGértékek, az
empirikus eloszlasfiiggvény, a visszatérési idgk, illetve a Darling-Erdés tipustu
hatarérték tételek majdnem biztos verzioi).

A kovetkez6 fontos és ezen értekezésben felhasznélt eredmény a Fazekas-
Rychlik publikiacio [32]. A szerzdk az altalanos fazisterd esetet vizsgaljak:
felteszik a fazistérrdl, hogy teljes szeparabilis metrikus tér. Cikkiik altala-
nositésa az |7] eredménynek. Megjegyezziik, hogy bar a [32] publikacioban
szerepld eredmény formalisan hasonld a Berkes-Csaki cikkben leirtakhoz — a
bizonyitasa is a |7]-ben alkalmazott technikat kéveti — felhasznalhatosaga az
alkalmazasokban — koszonhetGen az altalanositdsnak — rendkiviil sokoldala
(lasd példaul a |74], [73] eredményeket vagy ezen dolgozat 2. fejezetét).

Az elébb emlitett [32] eredmény jelen dolgozat 2. fejezetében keriil fel-
hasznalasra, ahol az LP(]0,1[), 1 < p < oo térben vizsgalunk és bizonyi-
tunk majdnem biztos funkcionalis hatéreloszlas tételeket®(itt természetesen
kihasznaljuk, hogy az L?(]0,1[), 1 < p < oo teljes, szeparabilis metrikus tér).

Tekintsiik a

1
Y, (t) = ——
n() U\/ﬁs[nt]
és a
1 n
Zp(t) = —= ) Tog(Us) —t)

folyamatokat?, ahol az U;-k (i = 1,2,...) fiiggetlen, a [0, 1] intervallumon

8A dolgozatban a "majdnem biztos funkcionalis hatareloszlas tétel”" helyett altalaban
csak roviden a "majdnem biztos hatéareloszlas tétel" kifejezést hasznaljuk.

9A dolgozat soran a folyamatoknal Altaldban kiilon nem jelezziik a véletlentsl valo
fiiggéstiket, azaz eltekintiink az X, (t,w) (w € Q, ahol (2,4, P) a hattérben all6 valoszint-
ségi mezs), irasmodtol, helyette az esetek nagy részében az X, (t) egyszertsitett jeloléssel
éliink.
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egyenletes eloszlasi valoszintiségi valtozok.

Az Y, (t) sztenderd Wiener-folyamathoz, illetve a Z,(t) Brown-hidhoz va-
16 konvergenciéjarol bizonyitunk majdnem biztos hatéareloszlas-tételt (majd-
nem biztos Donsker-tétel'?, illetve hasonlé eredmény az empirikus folyamat-
ra).

A majdnem biztos hatareloszlas-tételek egy tovabbi altalanositésat jelenti
Fazekas és Rychlik mezdkre vonatkozo eredménye [33]: a szerzdk mezdkre al-
talanositjak a [32]-beli eredményeket. Megjegyzends, hogy a [33]-ben foglalt
eredmény korantsem trivialis kévetkezménye a [32]-ben foglaltaknak, hiszen
a majdnem biztos konvergencia nem metrizalhato.

A fentebb emlitett [33]-beli eredmény ezen dolgozatnak a 3. fejezetében
keriil alkalmazasra, ahol mezsk esetén vizsgaljuk konvergenciat (Turi, [72])
az LP([0,1]¢), 1 < p < oo térben az

Ya(t) = S[nt], ha t € [0, 1]d,

1
v n
illetve a

Zn(t) > ({U; <t} —[t]), hatel[o,1]*

\/IT =
folyamatok konvergencidival kapcsolatban, ahol a d,h € N rogzitettek, to-
vabba az Uj, i € N” fiiggetlen, egyenletes eloszlast valoszintségi valtozok a
[07 1]d'

Belatjuk, hogy az Y,(t) és a Z,(t) folyamatok esetén is fennall a majd-
nem biztos hatareloszlas-tétel: a Y,(t) esetén a hatareloszlas a sztenderd d-
paraméterd Wiener-folyamat, mig a Z,,(t) esetén a hatareloszlas a d-dimenzios
Brown-hid. Eredményeink bizonyitasanal felhasznalasra keriil Ivanov [44]
eredménye.

Megjegyezziik, hogy a 2. fejezetben leirtak kiovetkeznek a 3. fejezetben
ismertetésre keriilt tételekbdl, azonban az idérendet tekintve a kutatas soran
el6szor a 2. fejezet eredményei adodtak (Tuari [74], [73]), majd a tovabbi
vizsgélodasok utan sziiletettek meg a mezSkre vonatkozo, a 3. fejezetben
ismertetésre keriils eredmények (Turi [72]).

10Monroe D. Donsker nevéhez ftizédik a kozponti hataroloszlas-tétel funkcionalis alakja-
nak bevezetése, illetve bizonyitésa [21], amelyre Donsker-féle invariancia térvényként vagy
funkcionélis hatéareloszlas-tételként is szoktak hivatkozni.
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Az 4. fejezetben majdnem biztos hatareloszlastételek integral alaku ver-
zi6i keriilnek bemutatasra, ahol a hatarfolyamat Poisson-, illetve normalis
eloszlast kovet. A tételek Turi [71]-ben megjelent publikacidjan alapulnak.

A 4. fejezetben el6szor a

[t]
&) = T (&)

folyamatot vizsgéljuk, illetve annak transzformaltjaval kapcsolatban mon-
dunk ki majdnem biztos hatareloszlas-tételt, ahol a &, ¢ € N fiiggetlen,
egyenletes eloszlasu valoszintségi valtozok a [0, 1] intervallumon. Belatjuk,
hogy ha az f(t),t > 1 olyan fliggvény, amelyre teljesiil, hogy az

0
t8
modon definialt fiiggvény monoton névekvs valamely S > 0 esetén és a &(t)
folyamatot a &(t) = &'(f(t)), 1 <t modon hatarozzuk meg, akkor fennall a

1 ’ dt w
——— | Oetu)— — fx, ha T —
log(T) /1 €ty T M RS0
konvergencia majdnem minden w € €2 esetén, ahol 7-vel jeloltiik a sztenderd
(azaz Em = 1) Poisson valoszintiségi valtozot, illetéleg p.-vel jeloltiik annak
eloszlasat. !

A 4. fejezet masodik részében definialjuk a

V(f(t))
(fe)H2
folyamatot, ahol a V' (t) egy centralt, homogén, fiiggetlen névekményt, véges
variancidju folyamat, az f fiiggvény pedig ugyanazon tulajdonsidgd, mint
fent.
Belatjuk, hogy ekkor fennall az

ha 0 <t

1 /T dt
— Svisyw — — N(0,K(c0)), haT — oo
10g(T) 1 fo/;()z)) t ( ( ))

konvergencia majdnem minden w € ) esetén, ahol K(t) a Kolmogorov-
reprezentacioban szerepld monoton névekvd, korlatos fiiggvény tgy, hogy

1A dolgozatban esetenként pe-vel jeloljiik a & valoszintiségi valtozo eloszlasat.

6
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K(—00) = 0, tovabba N (0, K (00))-nel jeldltik a 0 varhato értékd és K (oo)
szorésnégyzetd normalis eloszlast.
A 5. fejezetben az alabbi

60 =5 - B

folyamatra bizonyitunk majdnem biztos hatareloszlastételt (a dolgozatban
lasd az 5.2. tételt), ahol az f: [0,00[— [0, 00| rogzitett, szigortan mono-
ton novekvs fiiggvény, az A: [0, 00[—]0, 00| szintén rogzitett fliggvény, mig
a B(t) fuggvényt ugy valasztjuk meg, hogy az £(t) folyamat karakterisztikus
fliggvényére bizonyos — késébb részletezendd — tulajdonsagok teljesiiljenek, a
V(t),t > 0 pedig egy fiiggetlen, stacionarius névekményt folyamat.

Ekkor fennall az alabbi

0<t<oo

! /T(S dti) ha T —
— w) s a o0
log(T) J, ¢ 1

konvergencia majdnem biztosan, ahol a Z egy p-stabilis valoszintiségi valtozot
jelol.

Annak bizonyitasdhoz, hogy fennéll a fenti majdnem biztos hatéareloszléas-
tétel sziikségiink lesz a fejezetben ismertetésre keriils 5.1 .tételre is. A szoéban
forgd tétel kimondja, hogy ha adott az &, &, ... Banach-térbeli fiiggetlen,
azonos eloszlasu valoszintségi valtozo sorozat és létezik olyan (ay,),>; mono-
ton novekvs, pozitiv, valos sorozat, amelyre o €]0, 2[ esetén fennéall, hogy

a 1
"< CmeT™ n,m=1,2,...
Qn

valamely (7,,),>1 egy nemnegativ egész szamokbol allo sorozat esetén ugy,
hogy lim,,_,o 7, = 0, tovabbé fennall az
Ell&.]” < oo

osszefiiggés barmely 5 €]0, af esetén és az

v,
ai, n>1

azaz a valoszintiségi valtozok részletosszegeinek részsorozatdnak valamely al-
kalmas sorozattal valé normalasa sztochasztikusan korlatos sorozatot képez,
akkor barmely 5 €]0, af esetén fennall a

7
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B

Si,
— = by,
a

< 00

supE
Osszefliggés, azaz a valOszintiségi valtozok részletosszegeibdl allo normalt so-
rozat momentumainak szuprémuma véges.

A fejezet eredményei Turi [70]-ben publikalt eredményein alapulnak.

A 6. fejezetben vizsgalt problémak a pénzfeldobassal kapcsolatosak: érmét
dobunk fel egymés utan'? és az érmefeldobas soran kialakul6 leghosszabb
tiszta széridk szamat, illetve ezek hatéareloszlasat vizsgaljuk. A fejezet els6
részében feltételezziik, hogy a pénzfeldobasnal hasznélt érmék szabalyosak
(azaz p = q = %), majd a fejezet masodik részében vizsgaljuk azt az esetet,
amikor a feldobott érmék nem szabalyosak (azaz p # q).

Jeloljiikk N-nel azt, hogy hanyszor dobunk az érmével.

A fejezetben elGszor belatjuk, hogy ha N — oo és n — oo gy, hogy

N
W—M\>O,

akkor fennall az alabbi

) - 6—2)\(2)\)k
Jim B(E(n, N) = k) =
osszefiiggés, ahol k = 0,1,2..., tovabba £*(n, N) = £*(n, N,w) jeldli a leg-
alabb n hosszisagu diszjunkt tiszta fej vagy tiszta iras sorozatok szamat.
A kovetkezd eredmény is a 6. fejezetben talalhato: ha fennall az elézéek-

ben ismertetett 271% — A > 0 konvergencia N — 0o és n — oo esetén, akkor

teljesiil a
. 1-1
lim E(z5 ™M) = exp (2)\ <¥ - 1))
1—3

N—oo z

osszefiiggés, ahol £*(n, N) = £*(n, N,w) jeloli az n hosszuséagu tiszta fej vagy
tiszta fras sorozatok szamaét.
A 6. fejezetben azt is belatjuk, hogy 0 < x < oo esetén fennall a

lim P (T (n) < ZL‘) =1—e

n—o00 on+1

12Mindezt formalizalva: tekintsiik a &1, &, ... fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintségi
valtozokat, ahol a {¢; = 1},i = 1,2,... azt az eseményt jeloli, hogy fejet dobunk, mig
az {& = 0},i=1,2,... azt az eseményt, hogy irast kapunk, tovabba legyen P(¢; = 1) =
pi=12...6P¢&=0=q¢q=1—-p,i=12,....
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osszefiiggés, ahol 7%(n) az a legkisebb dobasszam, amely esetén a dobéssoro-
zatban egy n hosszusagu tiszta fej vagy egy n hosszisagu tiszta iras szériat
kapunk, azaz

7"(n) = min{N | £"(n,N) > 0}.

Ebben a fejezetben keriil ismertetésre az alabbi eredmény is: barmely k
egész esetén fennall a

P(u*(N) — [Log(N — 1)] < k) = exp(—2~ ¢~ {LesV=DD) 4 o(1)

osszefiiggés,'® ahol p*(N) = p*(N,w)-val jeloltiik a leghosszabb tiszta fej
sorozatok vagy a leghosszabb tiszta iras sorozatok hosszat az N dobashol,

W' (N) = max{n | €(n, N) > 0}.

A hatodik fejezet masodik részében nem szabalyos érmékkel végezziik a
pénzfeldobast, azaz azt az esetet vizsgaljuk, amikor a p > ¢ eset all fenn.
Belatjuk, hogy barmely 0 < x < 0o esetén fennall a
lim P(7*(n)gp" <z)=1—¢€""
n—oo

Osszefliggés.
A fejezet végén igazoljuk az alabbi

1 1 (Vg b p 1
i > —I(u*(i) — Logi < t) = ttHeXp[ (3)"]dy, ha p=3
n—oo logn T . €xp [—qp¥] dy, ha p> 1

i=

majdnem biztos hatareloszlas-tételt.

A fejezetben ismertetésre kertils eredmények Foldes [35], Mori [54], Muselli
[57] tovabba Thri [69] eredményeire tamaszkodnak.

A 7. fejezetben a véletlen elhelyezésekkel foglalkozunk (Fazekas-Chupru-
nov-Tari [30]). A véletlen elhelyezést a kovetkezSképpen modellezhetjiik:
n darab labdat helyezziink el egymésutan, egymastol fiiggetleniil N darab
dobozba és jeldljik pu,(n, N)-nel azon dobozok szaméat, amelyek pontosan r
darab labdat tartalmaznak.

13A dolgozatban Log jeldli az 1/p alak logaritmust, ahol p annak a valoszintsége, hogy
fejet dobunk az érmével. Természetesen, ha az érme szabélyos, akkor a kérdéses logaritmus
kettes alapt.



Bevezetés

i (n, N) reprezentalhato &, &;, ¢ € N fiiggetlen, a [0, 1]-en egyenletes elosz-
last valoszintiségi valtozokkal: legyen n € N és Ay = {1,2,...,n}. Ekkor

a
N
H’r(nv N) = Z Z H H{éjEAi} H ]I{fj¢Ai}

i=1 |A|=r,ACA() jEA JEA@)\A

kifejezés — Osszhangban a bevezetésben leirtakkal — azon dobozok szamét
adja, amelyek pontosan r darab golyot tartalmaznak, ahol Ig-vel jeloltiik a
B halmaz indikatorfiiggvényét, tovabba A; jeloli a [0,1] intervallum A; =
An; = [%, %[,1 <1 < N beosztasat, a 2\;,i =1,2..., N intervallumokra
uagy tekintiink, mint dobozokra, tovabba a &;-ket tekintjiik a £ realizacidinak.
Mindegyik realizacié egy véletlen elhelyezés valamelyik dobozba: a §; € A;
jelentése, hogy a j-edik labda az i-edik dobozba esik.

Belatjuk a fejezetben az alabbi egyenlStlenséget, amely segitségével — fel-
hasznélva a Fazekas-Chuprunov eredményt — tobb majdnem biztos hatarel-
oszlas-tételt is bizonyitunk. Az egyenl6tlenség a kovetkezs: tegyiik fel, hogy
0<k<mn,0<r<nésaz N rogzitett. Ekkor fennall, hogy

1 . 1 n+k 1 n—r
E(¢n = G)” < cka [(1_N) a” + <1— N)

ahol ¢ < oo és nem fiigg n-t6l, N-t6l és k-tol, azonban fligghet r-tél, tovabba
Cn = ,Ur(n7N) - EMT(”? N) es Cﬁ = E(Cn|fnk) es ‘Fnk jeléh az £k+17 B >€n
valoszintiségi valtozok altal generalt o-algebrat.

A fejezet 7.4. tétele az alabbi majdnem biztos hatareloszlas-tétel.

Legyen az r > 2, 0 < A1 < Ay < oo rogzitett, tovabba tekintsiik az alabbi

(v + 1),

k
T, = {(k,K) eN?:k<n A < P SAz}

r

tartomanyt N2-ben.
Legyen




Bevezetés

majdnem minden w € () esetén, ahol 7 olyan valészintiségi valtozo, amelynek
eloszlasa az alabbi

1 e\
P(r =) = (L) e
(r=1 )\2—)\1/A1 u(r!>e v

alakt, ahol [ =0,1,....

Ebben a fejezetben keriil bizonyitasra a kdvetkezd majdnem biztos hatareloszlas-
tétel is.

Legyen az r > 0 rogzitett, 0 < a; < ay < 00 és

™ [y 1 L
@n v (@) (log ay — log ay) logn Z Z kKK SUk@)

k<n {K:K<N,o1< £ <as}

Ekkor, ha n, N — oo 1ugy, hogy a; < & < as, akkor

QU (W) = 7

majdnem minden w € ) esetén, ahol ~-val jeloltiilk a sztenderd normélis
eloszlast.

A 8. fejezetben is a véletlen elhelyezéssel foglalkozunk, itt azonban tobb-
szori véletlen elhelyezést tekintiink. A kovetkez6 modellt vizsgaljuk: helyez-
ziink el N dobozban egymas utan, egymastol fiiggetleniil labdakat. A golyok
elhelyezése soran a golyok minden egyes elhelyezésnél minden dobozba 1/N
valoszintiséggel esnek. Egy rogzitett periodus alatt (példaul ez a rogzitett
periodus lehet egy nap) elhelyeziink m darab labdat és ezt a kisérletet ismé-
teljiik n napon keresztiil. Jelolje p, annak a valoszintiségét, hogy nem sikeriilt
q darab labdanal tobbet elhelyezni az N darab doboz egyikében sem az n
nap soran.

Belatjuk, hogy ha m,n, N — oo agy, hogy fennallnak az m(q’fl) — « 68

az mWZ — 0 feltételek, ahol g egy rogzitett egész szam, akkor teljesiil a

0, ha 0<1l<gq,

limp, =< e ha [=q,
1, ha [ >gq.

hatarérték osszefiiggés (a dolgozat 8.2. tétele).
Ebben a fejezetben also- és felsé becslést is adunk a fenti valoszintiségekre,
azaz belatjuk, hogy teljesiilnek a

() =n (o o)

11



Bevezetés

Osszefiiggések.

A 8. fejezet eredményei a Fazekas-Trri [34| eredményeken alapulnak.

A 9. fejezetben megmutatjuk, hogy a Brosamler-Schatte-féle klasszikus
eredmény hogyan kovetkezik az ijabb Berkes-Csaki, illetve Fazekas-Rychlik-
féle eredményekbdl.

A dolgozat végén talalhatd az Osszegzés, a dolgozat szerzGjének Osszes
publikacidja, a témaval kapcsolatban megjelent publikaciéi, a szerzé munka-
ira tortént eddigi hivatkozasok, a tudomanyos eladasok, valamint a doktori
értekezés soran felhasznalt 6sszes irodalom.

12



2. fejezet

Majdnem biztos

hatareloszlas-tételek az LP(]0, 1])
térben, ahol 1 < p <

Ebben a fejezetben két folyamatot vizsgalunk.

Az egyik az
)= 3 & (21)
A
folyamat, ahol &, &, ... fiiggetlen, azonos eloszlasi, valos értékid valoszini-

ségi valtozok tgy, hogy E& = 0, D¢, = 02 és E|&1]P < oo, tovabba [.] jeloli
az egészrészfliggvényt.
A masik a

Zu(t) = 7= > T 1), (2.2

empirikus folyamat, ahol az U;-k (i = 1,2,...) fiiggetlen, a [0, 1] intervallu-
mon egyenletes eloszlasa valoszintségi valtozok.

A fejezetben mindkét folyamattal kapcsolatban majdnem biztos hatarelosz-
las-tételt bizonyitunk.

Megjegyezziik, hogy a fejezetben ismertetésre keriil eredmények elGszor
az L?(]0, 1[) térben lettek bizonyitva (Turi, [74]), majd ezutén sikeriilt beldtni
az eredményeket az LP(]0,1[), 1 < p < oo térben is (Turi, [73]).

13



Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

A két folyamattal kapcsolatos majdnem biztos hatareloszlas-tételek bela-
tasdhoz sziikségiink lesz az alabbi eredményre is.

2.1. tétel. (Fazekas, Rychlik, [32], Theorem 1.1) Jelélje 6, azx € R pontra
koncentrdlt eloszldst **, jeldlje tovdbbd ue a & valdszindségi vdltozo eloszldsdt.
Legyen (M, p) eqy teljes, szepardbilis metrikus tér és &,, n € N egy M-beli
valdsziniségi vdltozo sorozat. Teqyiik fel, hogy léteznek olyan C' > 0, € > 0
valds szdmok és (¢,)n>1 egy pozitiv tagd, monoton névekvd sorozat gy, hogy
limy, 00 €, = 00 €8 Cpy1/cn = O(1). Tovdbbd tegyiik fel, hogy léteznek &,
k.l € N, k <1, M-értékd valdsziniségi valtozok gy, hogy a & és a &y
valdsziniségi valtozok fiiggetlenek, ha k <1 és fenndll az aldbbi

Ep(€1,6) < C (C—’“)B (23

C

dsszefiiggés k < | esetén, ahol 5 > 0. Legyen tovibbd a (dy)i>1 olyan sorozat,
hogy 0 < di, < log(cgy1/ck) €és tegyik fel, hogy >, dp = 0o. Legyen D,, =

ZZ:1 .
Ekkor barmely, az M Borel szigma-algebrdjan értelmezett pu eloszlds esetén
a kovetkezd két dallitas ekvivalens

1 n
o Z dil¢ () = i, han — oo
" k=1

P-majdnem minden w € ) esetén;

1 n
D—deugk = 1, han— oo.
" k=1

14Az egy pontra koncentralt eloszlas jelentése: §,(B) = 1, ha x € B és 6,(B) = 0, ha
x ¢ B barmely M-beli B Borel-halmaz esetén.

14



Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

2.1. A majdnem biztos Donsker-tétel az LP(|0, 1])
térben

Tekintsiik tehat az

1
Yo (t) = o nS[nt] (2.4)
folyamatot, ahol Sp =0, S, =& + &+ -+ &, B > 1 88 &,&,, ... fiigget-
len, azonos eloszlasu, valos értéki valoszintségi valtozok tgy, hogy E& = 0,
D%, = 02 és E|§|P < oo, ahol 1 < p < co. Itt is [] jeldli az egészrészfiige-
vényt.
Ebben az alfejezetben az LP(]0, 1[) térben bizonyitunk be majdnem biztos
hatareloszlas-tételt az Y,,(t) folyamatra.
A bizonyitasokhoz sziikségiink lesz az alabbi eredményekre, amelyek koziil
az els6 a Marcinkiewicz-Zygmund-egyenlGtlenség.

2.2. tétel. (Marcinkiewicz, Zygmund, [15]) Tegyiik fel, hogy &, &, ... fig-
getlen valosziniségi vdltozok gy, hogy EE, = 0. Ekkor barmely p > 1 esetén
létezik olyan csak p-tdl figgs C, pozitiv konstans, amellyel **

n 1/2
<, <Z 53)
» i=1

> &
i=1

p

O
A kovetkez6 eredmény is felhasznélasra keriil a fejezetben a késébbiekben.

2.3. tétel. (Araujo, Giné, [2]) Tegyiik fel, hogy &1,&, ... figgetlen, azonos
eloszldsu valdszintdségi vdltozok gy, hogy EE, = 0, E|&P < oo, ha 2 <
p < o0 ésEl§]? < oo, hal < p <2 tovdbbd legyen S, = Y i, &. Ekkor
E|S,| = O(n?/?).

O

157tt a norma ||€||, = (]E|§|p)% alak.

15



Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

Az Oliveira-Suquet-féle allitas is felhasznaljuk a bizonyitasok soran.

2.4. tétel. (Oliveira, Suquet, [58]) Legyen (&,(t),1 < n) egy LP(]0,1[)-beli
(1 < p < o0) véletlen sorozat. Tegyiik fel tovdbbd, hogy teljesiilnek az aldbbi
(1) valamely v > 1 esetén sup,,»; E||&,]|] < oo,
(43) limp o sup,>; E[[& (- +h) = &()|E =0
osszefiiggések.
Ekkor a (&,(t),1 < n) folyamat-sorozat feszes az LP(]0,1]) térben.

O

2.5. tétel. (Turi, [73], Proposition 2.1.) A (2.4)-ben definidlt (Y, (t), 1 <
n) folyamat gyengén konvergdl a sztenderd Wiener-folyamathoz az LP(]0,1])
térben, ahol 1 < p < 0.

Bizonyitas. A [40]-ban taldlhato 6.2.2. tétel miatt elegendd azt belatnunk,
hogy az (Y,(t),1 < n) csalad feszes, tovabba azt, hogy fennall az (f, Y,,(t)) =
(f, W) konvergencia barmely f € L4(]0, 1[) esetén, ahol L4(]0, 1[) az L*(]0, 1])
tér dualis tere.

A fol Y, (t) f(t)dt eloszlasbeli konvergenciaja a fol W (t) f (t)dt-hez barmely
L4(]0, 1]) dualis térbeli f fiiggvény esetén abbol adodik, hogy az fol Y, (t) f(t)dt
gyengén konvergal a nulla varhato értéki és fol f01 min{s,t} f(s)f(t)dsdt vari-
anciaju normalis eloszlashoz. Azonban éppen ez az eloszlasa a fol W (t)f(t)dt
valoszintiségi valtozonak.

A feszesség bizonyitasat pedig ugy végezziik, hogy belatjuk, hogy teljesiil-
nek a 2.4. tétel feltételei, azaz megmutatjuk, hogy fennal (i) és (ii).

El6szor megmutatjuk, hogy (i) feltétel a v = 2 valasztéassal teljestil, azaz

1

sup,>; E[|Y, [} < oo, ami az alabbi
1 2
=supE — dt
H ovn " (/0 ovn )
nml /) g ? R =N
=supE “_|dt| =supE S
(2], ) s (o7 219
11 1 -
<sup -——E Si? Sif?
sup - (Z| |) Sup -5 2 ElSi

i=1

sup E[|Y, [} = supE S[nt] St
n>1 n>1

16



Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

5 — . 1nhn-1)
n>1 02n? n>1 \ 1?2

=0
= sup < 00
n>1 2n
szamolasbol adodik.

Az (i7) feltétel teljesiilése pedig az alabbi

E[|Y,(t + ) — Y,(t)|7 = E / Yo(t+ ) — Ya(6)Pdt =
1-h 1 p
:E/O O'\/_S[n (t+h)] \/ESW] dt+
1 1 p
+E /1 B msw dt =
p

1
U—\/ﬁ(f[n(t+h)] o 1)

1
1
E|l—=S
+/1—h o/

-h q
= / ——E[&nerny) + -+ g [Pdt+
0

dt+

1-h
:/ E
0

P
dt =

np/QO'p

1
1
—|—/1 RyYEy E‘S{nt]’ dt <

< [ S Clinte+ b = )yt

1
1
+ / CntP2dt <
1_h rn/p/QO—p

/01([{7115} + {nh}] + [nh))*/?dt R ¢ hnp/2 <

< C*h — 0,

ha h — 0 kalkulaciobol adodik, amivel a bizonyitéas teljes.

C

- nP/QgP

O
Ezutdn kimondhatjuk a kovetkezd a majdnem biztos hatareloszlas-tételt
(2.4) sorozatra az LP(]0,1]) (1 < p < oo) térben.
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Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

2.6. tétel. (Turi, [73], Theorem 2.1) Tegyiik fel, hogy 1 < p < oco. Ekkor
fenndll az aldbbi

lognzk Vi) = W

konvergencia n — oo esetén P-majdnem minden w € 0 esetén az LF(]0, 1)
térben, ahol W a sztenderd Wiener-folyamat és Yi(t,w) = Yi(t) a (2.4)-ben
definidlt folyamat.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a 2.1. tétel feltételei teljesiilnek. Az ismeretes,
hogy az LP(]0, 1]) tér szeparabilis és teljes.
Definialjuk a kovetkezé

Sk
NG

folyamatot, ahol I4 jeloli az A halmaz indikatorfiiggvényét. Ekkor az Yy, és
az Y}, folyamatok k < n esetén fiiggetlenek. Teljesiil tovabba a (2.3) feltétel,

hiszen
1 P 1/p
Ep(Y,,Yin) =E Y.(t) — [ Yal(t T/ (t)| dt <
iYoo) =B ([ 100 = (Yot = 2 )t )
P 1/p
ﬁ) -

g(p[&ﬁﬂ—@ﬂﬂ—j%)hwmw

S P Sy |f Sk 1
=(E(||l—| — 4+ |——= _|_ _—r
ovn| n o |oyn a\/_ oyvn

1 1/p
< ( C(lp/2 4o/ L (k — 1)p/2 + kp/2(n — /{;)) <

oPnP/2n

Yion(t) = (Yn(t) )HWM() k=1,2,....,n—1, t€[0,1]

oPnp/2n,
p/2\ 1/P L
<w(k ) _ ok

azaz belattuk, hogy teljesiilnek a 2.1. tétel feltételei, igy a tétel bizonyitasa
teljes.

s( Cor((k - w+m—m0ws

O
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Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

2.2. Az empirikus folyamat az L?(]0, 1]) térben

Ebben a fejezetben a (2.2)-ben definialt

Z,(t) = 2= 3 (Lo (V) — (2.5

empirikus folyamatot vizsgaljuk.
El6szor a Z,, folyamattal kapcsolatban belétjuk az alabbi allitast, amelyre
sziikségiink lesz a késébbiekben.

2.7. tétel. (Turi, [73], Proposition 3.1) A (Z,(t),n > 1) folyamat gyengén
konvergdl a Brown-hidhoz az LP(]0,1[) térben.

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi kalkulaciot

2

1
/
0

2

2

E||Z; =E dt =

% Z(H{O,t](Ui) —1)

2

dt =

<= > (@) )

n

> (Woy(U) = 1)

=1

= —/OIIE(g —nt)?dt =

1 /[t 1
== t(1—t)dt = =
n/on( ) o

ahol a & valoszintségi valtozo t és n paramétert binomialis eloszlast kovet.
Ezutan megmutatjuk, hogy a 2.4. tétel (ii) feltételei is fennallnak.
Valoban, hiszen

IW&L+M—ZAN@:EA|%@+M—Zﬁmwh:

1-h
:E/ ]%@+M—ZﬁWﬁ+E/ \Zo ()Pt =
0 1-h
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Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

1-h n . )
= IE/O % ;(H[O,tJrh](Ui) —(t+h))— % ;(H[O,t](Ui) —t)| dt+
Lo p
HE /1_h n : 1(]1[0,15}([]1) t)| dt =
1 1-h | M P
- W/O ;(H}t,tw(U‘) —h)| dt+
1 L P
TR /l—h ;(Hm,t](U‘) —t)| dt =
1 1-h n P
=y B0 =R dit
1 1 n P
e /1—hE Zzl(ﬂ[o,t](Ui) —t)| dt

p

1/2
1 1-h n
= W/ AE (Z(H]t,t—l—h](Ui) - h)2> dt+
0

i=1
1 1 n 172\ P
+W/1 . ByE (Z(H[O,t](Ui) - t)2> dt =
B i=1
1 1-h n p/2
- W/O AJE <Z(H}t¢+h](Ui) — h)2> di+
i=1

n p/2
1 1
L /1_h ByE <Z(H[0,t](Ui) - t>2> dt,

i=1

ahol felhasznélasra kertilt a Marcinkiewicz-Zygmund-egyenlStlenség (2.2. té-
tel).
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Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

Ezutan két esetet kiilonboztetiink meg.
Az elsG esetben feltessziik, hogy 1 < p < 2.

Ekkor
1 1-h n p/2
W/o AJE <Z(H}t,t+h}(Ui) — h)2> dt+
i=1
1 1 n p/2
= P N2
+np/2 Zh BPE (;(H[O,t](Uz) t) ) dt S
1 1-h n /2
= W/O Ap (EE(HM?&M}(UQ - h)2> dt+
1 1 n p/2
ke [ (B )
- i=1
Ag 1-h 2\p/2 B£ 1 .
=5 - P - _ P _
=25 [ B a2 [ Byt

p 1-h
— ﬁ
np/2

Byl
(nh(1 — h))P2dt + —7’2/ (nt(1 —t))?/2dt =
0 nr/2 Ji_y

1
p+2
= APhPI2(1 — h)"2 + B? /1h(t(1 — )Pt <

< APpP2(1 = h)"F 4 BER'E = 0,

ha h — 0, ahol a & h és n paramétert, mig az n t és n paraméterd binomialis
eloszlast valoszintiségi valtozok.

A mésodik esetben feltessziik, hogy fennall a 2 < p < 0o Osszefliggés.
Ekkor

1 1—-h n p/2
W/ AYE <Z<H}t,t+h}(Ui) - h)2> dt+
0

i=1

n

/2
1 P
town /lh BJE (Z(H[U:t](Ui) — t)Q) dt <

=1
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Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

2\ p/2
Z\ »

(Lt en (Us) — h)2> dt+

3

p/2

AN

AP pl-h pr [ 2/p\ P/2
< B | 2 M (@) - AP dt+
i—1
p 1 n 2/p P/2
p—2
+an2 Eln> < o5 (Us) —t\”) dt =
1-h —
AP — 1-h n
B anQn ’ / E Z Lt en) (Us) — h|P | dt+
0 i—1
BP b2 1 n
n 1-h —
AP 1-h 7
- ﬁp/ > Elln (Us) — hlPdt+
0

=1
-f-% /1 iEM[O,t](Ui) — t|Pdt =
o J1-n o
1-h 1
_yy /0 EfT (V) — hlPdt + B2 /1 | Bllaa(U) — e
1-h 1
= AZ/O E[§ — h|Pdt + B} /_hE|" — t|Pdt
1
= AP[(1 = h)P* ' h + hP(1 = h)?] + ng/1 h[(l — )Pt 7(1 — t)]dt <
1
< AP[(1 — P Uh 4+ B — B + 35/1 2dt =
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Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

= AP[(1 — h)"*'h + kP (1 — h)?*] + 2B2h — 0,

ha h — 0, ahol a £ és az 1 valoszintiségi valtozok h és t paraméterd Bernoulli-
eloszlast kovetnek. Ezzel a 2.7. tétel bizonyitésa teljes.
O
Ezutéan ratérhetiink az empirikus folyamatra vonatkozé majdnem biztos
hatareloszlas-tétel ismertetésére.

2.8. tétel. (Turi, [73], Theorem 3.1) Az LP(]0,1]) térben fenndll az aldbbi

1 1
—0 =
logn ; JRRIem) 1B

konvergencia P-majdnem biztosan, ahol B a Brown-hid és Zy(t,w) = Zx(t)
a (2.5)-ben definidlt folyamat.

Bizonyitas. A bizonyitasban belatjuk, hogy 2.1. tétel feltételei fennallnak.
Az LP(]0, 1[) tér szeparabilis és teljes, ezért a tétel ezen feltétele teljesiil.
Definidljuk az alabbi

Zin(t) = % Z(H[o,t](Uz') —t) - NG Z(H[o,t}(Ui) —1)

folyamatot.
Ekkor a Zj,, és a Zj, folyamatok fliggetlenek, ha k < n.
Az 2.1. tétel (2.3) feltétele is fennall, hiszen
1 k
Ep(Za Zea) =B | [ |52 > Woa(U) —
o |V

1 k p 1/p

- & ( /0 S (Lo (Us) — ) dt)
1 k P 1/p

< < /0 E|S Mo (Us) - 1) dt>




Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

1/p
1 k

. p/2
-7 /chE (Z(H[o,t](Ui)_t)2> a|

=1

ahol felhasznéltuk a Marcinkiewicz-Zygmund-egyenl&tlenséget.
Ezutén két esetet kiilonboztetiink meg.

El6szor az 1 < p < 2 esetet vizsgéljuk.
Ekkor

1/p

k p/2
1 1 )
NG /0 CE (Z(H[O,t](Ui) —t) ) dt

i=1

1/p

1 k p/2
g% A(E;(H[Qt](m)—tf) dt

= % </01(]E(§ — kt)2)p/2dt) h

C 1 1/p 2
=2 / (kt(1 —t))Pat) = O*i,
v \Jo vn
ahol a & valoszintiségi valtozo t és k paraméterd binomiélis eloszlast kovet.
Tekintsiik most a masodik esetet, amikor 2 < p < oc.

Ekkor
k P/2 1/p
1 b )
Jn /OCp]E (;(H[O,t](w)—t}) dt
K oy 2\ 72\ T
C, ! 1
< =L Elk| =) {TogUs)—1t)? dt
<2l (k;mo,ﬂm >)
2\ ¢ 1/p

G | [ = ’
& E| kL7 T (U;) — t|P dt
- /0 ;\ 0.4(Us) — ]
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Majdnem biztos hatareloszlds-tételek az LP(]0,1[) térben

1/p

1 k
_ % </O E <k2 (Z 0. (Us) — t|p>) dt)
o . k 1/p
-2 (/0 e (Z E|Loq(U:) — t|p> dt)
1 1/p
— % </0 kPRl — t\pdt)

- cp% (/01 E|¢ — t|pdt) "
cp% </01[(1 P (1 - t)tp]dt) 1/,,

ﬂzl/P _ C*ﬂ

n vn’
ahol a & valoszintiségi valtozo t paraméterd Bernoulli-eloszlast kovet. Ezzel
a bizonyitasunk teljes.

:Cp
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3. fejezet

Majdnem biztos
hatareloszlas-tételek az LP([0, 1]d),
1 < p< oo térben

A dolgozat ezen része az el6z6 fejezet altalanositdsanak tekinthetd, hi-
szen itt mar mezdkon végezziik a vizsgalatokat: mez6kon bizonyitjuk be a
Donsker-tétel majdnem biztos valtozatat, illetSleg az empirikus folyamatra
is majdnem biztos hatareloszlas-tételt bizonyitunk.

Fontosnak tartjuk azonban megjegyezni, hogy az itt kapott tételek bizonyi-
tésai teljesen mas technikaval térténnek mint az el6z6 fejezetekben megismert
modszerek, tovabba az itt leirt eredmények idérendben késébb keletkeztek,
illetve lettek publikalva (Ttri, [72]), mint az el6z6 fejezet eredményei (Turi,
[74] és [73]). Természetesen a dolgozat el6zd, 2. fejezetében kapott eredmé-
nyek specialis esetei az itt leirtaknak.

Vezessiik be a sziikséges jeloléseket, amelyek felhasznalésra kertilnek a feje-
zetben. Legyenek k = (ky, ko, ..., k), n = (n1,n9,...,nq9), 1 =(1,1,...,1) €

N2 A k és az n vektorok szorzatat a kn = (kyni, kong, ..., kgng) moédon
hatarozzuk meg. A k < n jelentése k; < m; minden i = 1,...,d ese-
tén. Az [nt] pedig jelentse a ([nity],..., [nqtq]) vektort. A max és a min

fiiggvények jelentése a kovetkezs: maxk = (maxk;, maxks,...maxky) és
mink = (min &y, min ks, ... mink,). Az n — oo jelentése: n; — oo minden
i=1,...,d esetén. Legyen tovabba |n| = Hle n; és |logn| = H?Zl log, n;,
ahol n € N, tovabb4 z > e esetén log, v = logz és log, . =1, ha z < e.
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

Elgszor definidljuk azokat a folyamatokat, amelyeknek a konvergenciajat
vizsgaljuk a fejezetben.

Legyenek &, k € N tobbindexes, fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi
valtozok tgy, hogy E&, = 0 és D¢, = 1. Az Y, (t) folyamatot definialjuk az
aldbbi médon:

\/— Z €k (3.1)

ahol t € [0,1]%, n € N<.
A fejezetben a

Zn(t) \/I?; (I{U; < t} — |t (3.2)

folyamatot is vizsgaljuk, ahol d és h rogzitettek, t € [0,1]¢, n € N ¢s
az Us-k, i € N” fiiggetlen, a [0, 1]¢ d-dimenzi6s kockén egyenletes eloszlast
valoszintiségi vektorvaltozok.

Ebben a fejezetben a fentiekben definialt Y, és Z, folyamatokra bizo-
nyitunk majdnem biztos hatareloszlas-tételt az LP([0,1]?), 1 < p < oo tér-
ben, ahol az el6bbi folyamat esetén a hatareloszlas a d-paraméterd Wiener-
folyamat, mig az utoébbi folyamatnal a d-paramétert Brown-hid lesz.
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

3.1. Majdnem biztos Donsker-tétel az L*([0, 1]9),
1 <p < oo térben

Ebben az alfejezetben a (3.1) folyamatot vizsgaljuk, amelyet célszeri az

1

S,

Ya(t) = (3.3)

alakba frni, ahol Sk = ;) &.
A tovabbiakhoz sziikségiink lesz a kovetkezd, Ivanovtol szarmazéd ered-
ményre.

3.1. tétel. (lvanov, [}4]) Tekintsiik az Yu(t), n € N? és az Y (t) folyama-
tokat az LP([0,1]%), p > 1 térben. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a kévetkezd
feltételek:

(1) Az Yy véges dimenzids eloszldsai gyengén konvergdlnak az'Y -hoz;

(ii) E|Ya(t)|P — E[Y (t)|P, ha n — oo bdarmely t € [0,1]¢ esetén;

(447) supy, SupPgefo 1je E[Ya(t)[P < oo.

Ekkor f(Yn) = f(Y), han — oo bdarmely f: LP([0,1]Y) — R folytonos
fligguény esetén.

O
A kovetkez6kben felhasznalasra keriil az alabbi, Rosenthaltol szarmazo
egyenlGtlenség.

3.2. tétel. (Rosenthal-eqyenidtlenség, [2]) Tegyiik fel, hogy a &, i < n olyan
fiiggetlen, centrdlt valdszinidségi vdltozok, amelyekre p > 2 esetén fenndll,
hogy E|&|P < co. Ekkor létezik egy olyan csak p-tdl figgd K, > 0 konstans,
amellyel fenndll, hogy

p\ 1/p 1/p 1/2
(E > & ) < Kpmax (ZEKW?) »(ZE|&|2>

i<n i<n i<n
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

Az alabbi eredményre is sziikségiink lesz a tovabbiakban.

3.3. tétel. (Araujo, Giné, [2]) Tegyiik fel, hogy az &,i € N? centrdlt, fiigget-
len, azonos eloszldasiu valdsziniségi vdltozok gy, hogy fenndll a ﬁ Zign & =

N(0,1) konvergencia.
Ekkor E|&1|P < 0o, p > 1 esetén fenndll az

— B¢,

‘Fzg

ha n — oo konvergencia.

0
A tovabbiakhoz sziikségiink lesz az alabbi eredményre is, amely a Y, fo-
lyamat gyenge konvergenciajat mondja ki az LP([0, 1]?) térben.

3.4. tétel. (Tuiri, [72], Proposition 2.1) A (5.3)-ban definidlt Y,,n € N?
folyamat gyengén konvergdl a d-paraméterd W sztenderd Wiener-folyamathoz
az LP([0,1]%) térben, ahol 1 < p < oo.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a 3.1. tétel feltételei teljestilnek. Az (i) felté-
tel, azaz a véges dimenzioés eloszlasok konvergenciaja a Wiener-folyamathoz
ismert. A (ii) feltétel is teljesiil, ha alkalmazzuk a 3.3. tételt. Ezutéan belat-
juk, hogy a (7i7) feltétel is fennall. Két esetet kiilonboztetiink meg. Az elss
esetben feltételezziik, hogy 1 < p < 2.

Az els§ esetben érvényes az alabbi kalkulacio:

D 2\ p/2
1 1
EYa(t)f =E|— & < —— & <
T 2= S = T B2
p/2
e
(|n[)p/?
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

A masodik esetben feltételezziik, hogy 2 < p < oo. Itt felhasznéljuk a 3.2.
tételben foglalt eredményt is.

Ha
p/2
Z El&[” = Z E|&[° ;
i<[nt] i<[nt]
akkor
K, »
EfYu ()l Z SIg (In|)P/2 Z El&]” <
1<[ i<[nt]
n|
<C =(C" < 0.
= () >
Ha az
p/2
dYOEBGP < | D ElGP|
i<[nt] i<[nt]
Osszefiiggés all fenn, akkor
p p/2
» 1 K, 5
EYat)P =E|—= > & <7 | > Elé <
V| S5 (In) i<[nt]
|n|p/2 B
= Brfup ~ =

amivel az 3.4. tétel bizonyitasa teljes.
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

A majdnem biztos Donsker-tétel bizonyitasdhoz sziikségiink lesz a kovet-
kez6 eredményre.

3.5. tétel. (Fazekas, Rychlik, [33], Theorem 2.1) Jeldljik 0,-szel az x pontra
koncentrdlt eloszldst, legyen tovdbbd jie az & valdsziniségi vdltozo eloszldsa.
Legyen (M, p) egy teljes, szepardbilis metrikus tér, &y, n € N¢ pedig egy tobb-
indezes valdsziniségi vdltozo sorozat a M térben. Tegyiik fel tovdbbd, hogy
barmely h,1 € N% h < 1 esetén léteznek olyan M-értéki &ny valdszinidségi
vdltozok, amelyekre fenndll, hogy &ny = 0, hah =1, tovdbbd, hak,1 € N?, ak-
kor h = min{k, 1} esetén & és &ny fiiggetlenek, & és Enx figgetlenek, tovdbbd
Enk €5 Eng flggetlenek.

Tegyiik fel, hogy léteznek olyan C' >0, f > 0 valds konstansok és léteznek

pozitiv tagi, mononoton novekvd (CS))nzl,i = 1,...,d sorozatok gy, hogy
lim,, . i) = oo,cgil/c,(f) = O(1) barmely 1 = 1,...,d esetén tgy, hogy

fenndll az

d @\ P
E{p*(&,&n1) A1} < CH <C?Z)> (3.4)
i=1

G

%

osszefiiggés barmely h <1 esetén. Legyen 0 < d,(j) < log(c,(:jrl/c,(j)) és tegyiik
fel, hogy > 72, d,(;) = o0 minden t = 1,...,d esetén. Legyen tovdbbd dy =
H?:l dl(c? €s Dn = ey dic-

Ekkor barmely, az M Borel-halmazain értelmezett ji eloszlds esetén a k-
vetkezo két dllitas ekvivalens:

1
Do Z did¢ (w) = 1, han — oo

n k<n

majdnem minden w € () esetén;

1
D—de,ugk = i, han— oo.

n k<n
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

Ezek utan kimondhatjuk a majdnem biztos Donsker-tételt az LP([0, 1]%), (1 <
p < 00) térben.

3.6. tétel. (Turi, [72], Theorem 2.1) Tegyiik fel, hogy 1 < p < oo. Legyen
Yk(t,w) = Yk(t) Ekkor

1 1
k<n

az LP([0,1]%) térben, ha n — oo P-majdnem minden w € Q esetén, ahol
W -vel jeloltik a d-paraméterd sztenderd Wiener-folyamatot.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a 3.5. tétel feltételei teljesiilnek. Az LP([0,1]9),1 <
p < oo tér szeparabilitasa és teljessége jol ismert tény.
Definialjuk a kovetkezs

1
Yin(t) = \/ﬁ {Sint) — Swminfi,mnt]} |

folyamatot, ahol k < n és t € [0, 1]%.

Ekkor fennallnak a 3.5. tételben megkdvetelt fiiggetlenségi feltételek az
Yi(t) és az Yin(t) folyamatokra vonatkozoan. Belatjuk, hogy a teljesiil a
(3.4) feltétel is. Ehhez két esetet sziikséges megkiilonboztetniink.

Elgszor vizsgéaljuk a 2 < p < oo esetet. A Jensen-egyenlStlenség alkalma-
zasaval kapjuk, hogy

(7 (Yo Vi) = E O Yk,n<t>|pdt)2“’ _
1

p 2/p
=K / —— Shin{k,[nt]} dt) <
( .14 | \/[m]

1 » 2/13
< — </ E ‘Smin{k,[nt]}‘ dt) = A.
n| [0,1]¢
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

Ismét két esetet kiillonboztetiink meg és felhasznaljuk a 3.2. tételt is. Ha
fennall az alabbi

p/2
>, ElgP> > ElgP
i<min{k,[nt]} i<min{k,[nt]}
egyenlGtlenség, akkor
2/p
1
A< — K, > ElgpPdt]| <
[\ o i<min{k,nt]}
2/p 2/
1 K,'* k
< — / K, ElgPdt | < =E—(Clk|)*? < oK
ol \ o7 & n| n
Ha pedig az
p/2
>, ElaP<| > El&P
i<min{k,[nt]} i<min{k,[nt]}
Osszefiliggés teljestil, akkor
p/2 2/p
1
A< — / K, Y RGP de <
n| [0,1)4

i<min{k,[nt]}

p/2 2/17
1 2 _ o lKl
< K (YEer) a] -clk
n| [0,1]¢ i<k n|

Abban az esetben, ha 1 < p < 2, akkor a Jensen-egyenl6tlenséget felhasz-
néalva kapjuk, hogy
p 2/p
dt) <

1
MﬁO%KmD=E</
[0,1]4

—— Smin{k,[nt]}
V(n|
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

2

<1 E | Suingicney | dt = S El Y & dt< oIkl

N |n| [0,1]¢ |n| [0,1] i<min{k,[nt]} |n|

Ha alkalmazzuk a 3.5. tételt a c,(f) =kk=12...,1=1,...,d vilasz-
téassal és felhasznéljuk a 3.4. tételt, akkor adodik a 3.6. tétel allitasa amivel
a bizonyitas teljes.

O
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

3.2. Az empirikus folyamat az L?([0,1]) térben

Ebben a részben a kordbban mar ismertetett

Zn(t) = —— ) ({U; <t} —[t), hate0,1) (3.5)

\% |Il i<n

folyamatot vizsgaljuk, ahol a d,h € N rogzitettek, n € N* U;, i € N?
fiiggetlen, egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozok a [0,1]¢ d-dimenzios
kockén.

A fenti folyamattal kapcsolatban rogton kimondhatjuk a kévetkezd alli-
tast.

3.7. tétel. (Turi, [72], Proposition 3.1) A (8.5)-ben definidlt tobbindexes
Zu(t),n € N sorozat gyengén konvergdl a d-paraméterd B Brown-hidhoz az
Lr([0,1]%) térben, ahol 1 < p < oco.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a 3.1. tétel feltételei teljestilnek. Az (i) feltétel
teljesiil, hiszen a véges dimenzids eloszlasok konvergencidja a Brown-hidhoz
ismert tény. Az (ii) feltétel is teljesiil, ha alkalmazzuk 3.3. tételt. Ezutan
belatjuk, hogy fennall a 3.1. tétel (iii)-adik feltétele is. Itt két esetet kiilon-
boztetiink meg. ElGszor vizsgéaljuk az 1 < p < 2 esetet. Ekkor

o\ P/2
BIZu(0) < oo (B[ MU < -] | <
b n — p/2 00
< (il =62 < 1< o

Ezutén vizsgaljuk a 2 < p < oo esetet, amelyen beliil két alesetet kell
vizsgalni. ElGszor tekintsiik azt, amikor fennall az

p/2
Y E|I{U; <t} —[t)" > (ZE!H{U <t} - \t!)!)

i<n i<n

Osszefliggés.
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

A Rosenthal-egyenlétlenség felhasznalédsaval kapjuk, hogy

K,
mawh_ WZEWUQ}HW ﬂwyw<@<w
i<n
Ha pedig a
p/2
Y E{U: <t} —[t]]’ < (ZEHI{Ui <t} - |t||2>
i<n i<n

Osszefiiggés all fenn, akkor

(£5)"
E|Za(t)]" < W(|n||t|( —t])"* < KP/? < o0,
amivel a 3.7. tétel bizonyitasa teljes. 0

Ezutan kimondhatjuk a (3.5) folyamatra vonatkozo majdnem biztos hatéar-
eloszlés-tételt az LP([0,1]%) térben.

3.8. tétel. (Turi, [72], Theorem 3.1) Tegyiik fel, hogy 1 < p < oo és legyen
Zx(t) a (3.5)-ben definidlt empirikus folyamat. Ekkor fenndll a

1 1
—O07 (W) =
|1ogn|§|k| Zilo4) = 1B

konvergencia az LP([0,1]%) térben n — oo esetén P-majdnem minden w € Q-
ra, ahol B-vel jeloltik a d-paraméterd Brown-hidat.

Bizonyitas. Az allitas bizonyitasahoz belatjuk, hogy teljesiilnek a 3.5. tétel
feltételei.
Definialjuk a kovetkezs

Zyn(t fz HU; <t} —|t]) - fz Ui <t} —|t])
|n i<n i<k

folyamatot, ahol k < n,k,n € N* t € [0, 1]¢.

Ekkor a 3.5. tételben el6irt fliggetlenségi feltétel teljesiil a Zy és a Zyx , fo-

lyamatokra. Ezutan belatjuk, hogy a (3.5) folyamatra fennéll a (3.4) egyen-

16tlenség.
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

Két esetet kiilonboztetiink meg. ElGszor vizsgéaljuk a 2 < p < oo esetet.
Ekkor

E(0*(Zn; Zicn)) = E ( /[0 » | Za(t) — Zk,n(t)|pdt>2/p -

p 2/p
E ( / (I{U; < 6} — [¢)) czt) <
[01 ‘Il i<k
1 P 2/p
< — E (I{U; <t} —[t])] dt =A
n| </0 [0,1]¢ 1§Zk

Ezutan ismét két esetet kiilonboztetiink meg.

ElGszor a
p/2
> EI{U; <t} —[t]]P > (Z EI{U; <t} — |t||2>
i<k i<n

esetet vizsgaljuk.
Ekkor a Rosenthal-egyenl&tlenséget felhasznalva kapjuk, hogy

1 Tk K
A< — / d K, EI{U; <t} —[t|Pdt | < KJrs— <O
[0,1]

=Tl m[ =" Jnf
Ha a

p/2
D E{U; <t} — Jt]]” < (Z E[I{U; <t} - |t||2>

i<k i<n

relacio all fenn, akkor kapjuk, hogy

p/2 2/P
1
ASH/ &(ZEIH{UiSt}—nH?) dt| =
1 2/p |k|
Kp([K|[6[(1 = [¢])"/2dt ) < Ky
| | [0,1)¢ |

37



Majdnem biztos hatareloszlas-tételek mezékon

Ezutén vizsgaljuk azt az esetet, amikor az 1 < p < 2 Osszefiiggés all fenn.
Ekkor

2

dt =

m&u@aWMSE/ \Za(6) — Ziow(t)]2dt =
LS MU < 8 — )

[0,1]4
_E /
[0,1]¢ | v/ |n| i<k

- E<§mmxsw—m0cﬁs
n [0,1]¢

i<k

1 k
s—/ el — et < X
n| [0,1]d n|

amivel a bizonyitas teljes. ([l
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4. fejezet

Integral alakti majdnem biztos
hatareloszlas-tételek

A fejezetben két folyamatot vizsgalunk és ezekkel kapcsolatban adunk meg
és bizonyitunk integral alaki majdnem biztos hatéareloszlas-tételeket.
Az elsé tétel az

folyamatrol, illetve annak bizonyos — késébb ismertetésre keriils — transzfor-
maltjaval kapcsolatban allit majdnem biztos hatéareloszlas-tételt, ahol a &;,
i € N flggetlen, egyenletes eloszlasu valoszintségi valtozok a [0, 1] interval-
lumon.

A fejezet masik tétele az

V(1))
Gy 0=

folyamatrol allit majdnem biztos hatareloszlas-tételt, ahol normalis eloszlast
kovet a hatéareloszlas, a V(t),t > 0 egy centralt, homogén véletlen folyamat,
mig az f(t) egy, a fejezetben ismertetésre keriil§ fiiggvény.

A fentieken kiviil a fejezet tartalmaz még néhany fontos kévetkezményt is.

§(t) =
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Integral alakii majdnem biztos hatareloszlas-tételek

A tételek bizonyitasahoz sziikségiink lesz Chuprunov-Fazekas tételnek az
alabbi véltozatara, amely a kovetkez§ allitast tartalmazza.

4.1. tétel. (Chuprunov, Fazekas, [18], Theorem 2.1.) Legyen (M,p) egy
teljes, szepardbilis metrikus tér, jelolje B(M) az M Borel-halmazainak o-
algebrajat. Legyen a £(t),t > 0 egy, az (2, A, P)-n értelmezett és M érté-
kd, mérhetd folyamat. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan C < oo és f > 0
konstansok, egy monoton novekvd pozitiv (¢,)n>1 sorozat, hogy lim, o ¢, =
oo €és fenndll, hogy cni1/c, = O(1), tovabbd létezik egy olyan szigorian
monoton novekvd, nemkorldtos, nemnegativ (v,),>1 sorozat gy, hogy min-
den olyan (I, k), k,l € N pdr esetén, amelyre k < [ létezik eqy M -értékid
(), v < t < vy folyamat a kovetkezd tulajdonsdgokkal: | < k ese-
tén {€(t) : v <t < v} s {&(t) @ vy <t < vgp1} egymdstol figget-
len valoszintségi vdltozo csaldadok gy, hogy minden olyan t esetén, amelyre
v <t < iy fenndll, hogy

B
Eo (€(1), &lt)) < c(ﬁ) | (4.1)

Ck
Tegytik fel, hogy létezik eqy monoton csokkend pozitiv d(t) fiiggvény v <t
igy, hogy fvz:““ d(t) dt <log(cks1/cr) minden k esetén és fvolo d(t) dt = oc.
Legyen D(T') = f;; d(t)dt és
1 T
A) = —— A A M).
) = g | w0t A€ BOI)

U1

Ekkor barmely, a B(M) Borel-o-algebrdan értelmezett p valdszinidségi mérték
esetén a kovetkezd két dllitds ekvivalens

Qrew — i, ha T — o0 (4.2)
P-majdnem minden w € ) esetén,

1

T
—_— 2 T . 4.
DT / peyd(t) dt — p,  ha T — oo (4.3)

U1
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Integral alakii majdnem biztos hatareloszlas-tételek

4.1. korollarium. Legyenek (¢p)n>1, (Un)n>1,d(t) €és D(t) a 4.1. tételben
szerepld sorozatok, illetve fiigguények, tovdbbd legyen £(t) az ott szerepld fo-
lyamat. Tegyiik fel tovabbd, hogy a C olyan (M, p)-beli valdszinidségi vdltozd,
amelyre fenndll, hogy

(1) N ¢, hat— . (4.4)
Ekkor teljesiil a
Q1w - fe, haT — oo, (4.5)
konvergencia majdnem minden w € € esetén.

O

4.2. korollarium. Tegyiik fel, hogy M = R és legyenek @ewy(x) €s pu(z) a
&(t), illetve a p karakterisztikus figguénye. Ekkor a 4.1. tétel (4.3) feltétele
helyettesithetd az aldbbi

1

Jim g | @i = o0, = e R (4.6)

osszefliggéssel.
4.1. megjegyzés. A kévetkezd vy = k® c, = kP, k=1,2,... (0<a,0<p

régzitettek), d(t) = 1,t > 1 és D(T) = log(T), T > 1 vdlasztdssal a 4.1. tétel
fennall.
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Integral alakii majdnem biztos hatareloszlas-tételek

4.1. Konvergencia a Poisson-eloszlashoz

Ebben a részben a bevezetSben emlitett

[t]
g(t) = Z o2](&), 1=t (4.7)

folyamat (§;,7 € N fliggetlen, egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozok a
[0, 1] intervallumon) egy bizonyos transzforméaciojarol latunk be majdnem
biztos hatareloszlas-tételt, ahol a hatareloszlas a sztenderd Poisson-eloszlas
(amelyet m-vel jeloliink és Exr =1 ).

A megfogalmazando allitas a kovetkezd.

4.2. tétel. (Turi, [71], Theorem 2.1.) Legyen az f(t), 1 <t olyan pozitiv
fiigguény, amelyre fenndll, hogy

f(t)

—r (4.8)
monoton novekvd valamely > 0 esetén, tovdbbd legyen &(t) = &'(f(t)),
(1<)

Ekkor

1 T dt
— Ottty — — fbn, haT —
log(T) /1 E(tw) t K a o0

P-majdnem biztosan.

Bizonyitas. Az £(t) eloszlasan = [f(t)] és p = 1/ f(t) paramétert binomialis
eloszlast kovet. Ezért £(t) s 7, ha t — oo

Legyen

[t]
0 Z]I &), l<k<t<k+1
1=l+1

Legyen tovabba & x(t) = &, (f(t)). Ekkor, ha I < k, akkor a kivetkezd
{€(t) -l <t <l+1}és {§i(t) - k <t < k+ 1} csaladok fuggetlenek és
kE <t < k+1 esetén fennall, hogy

B
Bl — 6 = 57 < (1)

igy felhasznalva a 4.1. tételt adodik a tétel allitasa. ([l
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Integral alakii majdnem biztos hatareloszlas-tételek

4.2. Konvergencia a normalis eloszlashoz

Legyen a V/(t),t > 0 centralt, homogén, korlatlanul oszthato, fiiggetlen
novekményd folyamat véges szérasnégyzettel. A Kolmogorov-reprezentéiciot
([37], 18. fejezet) felhasznélva a V' (t) folyamat karakterisztikus fliggvényére
kapjuk, hogy

pvie(r) =E (V) =

= exp <t /_ h (Y — 1 — ia:y)idl((y)) : (4.9)

[e.9]

ahol z € R és a K(y) monoton névekvs, korlatos fliggvény tgy, hogy fennall
a K(—o0) = 0 Osszefliggés.
Definialjuk a koévetkezs

ey = LU oy (4.10)

(f(#)?

folyamatot, ahol f(t) rendelkezik a 4.2. tételben leirt tulajdonsagokkal.
Ekkor kimondhatjuk az alabbi allitast.

4.3. tétel. (Turi, [71], Theorem 3.1.) Tekintsik a (4.10)-ban definidalt &(t)
folyamatot, ahol a V (t) folyamat karakterisztikus fiigguénye a (4.9)-ben defi-
nidlt és az f(t) fligguényre teljesil az 4.2. tétel (4.8) feltétele.
Ekkor
! T(5 dt&/\/(o K(o0)), haT — o0 (4.11)
— VUE®w) ) ; ) :
log(T) Ji1 v t

P-majdnem biztosan.
Bizonyitas. Definialjuk az alabbi

V() -V(fi+1)
(f(£)'2 ’

&i(t) = <k<t

folyamatot.
Ekkor [ < k esetén az {&(t) : | <t <+ 1} ésaz {{i(t) k<t <k+1}
csaladok fiiggetlenek.
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Integral alakii majdnem biztos hatareloszlas-tételek

Ha alkalmazzuk a (4.9) formulat, akkor k£ <t < k + 1 esetén az alabbi

BIE() — &t < \JB(E) — 6n(t)? = \/E[V<f;ét)+1>>12

_ |+ 20\ "2
‘\/ e < VR (7)

Osszefiiggéseket kapjuk.
A konvergencia kritériumot alkalmazva ([37], 19. fejezet) kapjuk, hogy

&(t) N N(0, K(0)), ha t — oo , amivel a tétel bizonyitasa teljes.

O

4.3. korollarium. (Turi, lasd [71], Corollary 3.1)

(a) Legyen 7(t), 0 < t a sztenderd Poisson-folyamat, azaz En(t) = t.
Ekkor

(5 f(t),w t >

P-majdnem minden w € ) esetén.
(b) Legyen W (t) a sztenderd Wiener-folyamat. Ekkor fenndll, hogy

1 T dt
—_— dwiwe — —> N(0,1), ha T — oo,
log(T) V)

P-majdnem minden w € ) esetén.

(¢) Legyen U(t) az Ornstein-Uhlenbeck folyamat. Ekkor az U(t) felirhato
az U(t) = Ce™/2W(e™), t > 0 alakban, ahol C;m > 0, W(t) pedig a
. . om . f t o emt
sztenderd Wiener-folyamat. Legyen f(t) = e™. Mivel % =, 1 <14, egy

monoton névekvd figguény, igy (b) felhaszndldsdval kapjuk, hogy

;/T(; dt—>N(OC’2) ha T — oo
log(T) J; 7" ’

P-majdnem minden w € ) esetén.
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5. fejezet

Egy majdnem biztos
hatareloszlas-tétel p-stabilis
eloszlashoz

Ebben a fejezetben Chuprunov-Fazekas egy tételére ([18], Proposition 3.5)
adunk egy alternativ bizonyitast.

A

V(f(®)
folyamatra bizonyitunk majdnem biztos hatareloszlas-tételt (a dolgozatban
lasd a 5.2. tételt), ahol az f: [0,00[— [0, 00| rogzitett, szigorian monoton
novekve fliggvény, az A: [0, oo[—]0, oo[ szintén rogzitett fiiggvény, mig a B(t)
fliggvényt tgy valasztjuk meg, hogy a £(t) folyamat karakterisztikus fiiggvé-
nyére bizonyos — késébb részletezends — tulajdonsagok teljesiiljenek, a V' (),

t > 0 pedig egy fiiggetlen, stacionarius névekményti folyamat.
Ekkor fennall az alabbi

0<t<oo

L /Té di SN ha T —
_— o) — , a 00
10g(T) 1 st 3 1z

majdnem biztos hatareloszlas-tétel, ahol a Z p-stabilis valoszintiségi valtozot
jelol.

A fenti folyamat esetén a majdnem biztos hatéareloszlas-tétel bizonyitasa-
hoz sziikségiink lesz a fejezetben ismertetésre keriils eredményre (lasd a dol-
gozat 5.1. tétele). A szoban forgo tétel kimondja, hogy ha adott a &, &, . ..
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Majdnem biztos hatareloszlas-tétel p-stabilis eloszlashoz

Banach-térbeli fiiggetlen, azonos eloszlést valdszintiségi valtozo sorozat és
létezik olyan (ay),>1 sorozat, amelyre (a €]0,2[) esetén fennall, hogy

Qpm 1
<Cmat™ nm=12,...
Qp,

valamely 7,, egy nemnegativ egész szamokbol allo sorozat esetén tgy, hogy
lim,,_,o 7, = 0, tovabba fennall az
E[|¢.]” < oo

Osszefiiggés barmely S €]0, of esetén és a
Legyen az (a;, )n>1 8z (ay)n>1 olyan részsorozata, amelyre valamely ¢ < oo
esetén fennall, hogy a;, < ca;,_,,n =1,2,..., a (b,),>1 pedig egy olyan B

értéki sorozat, amelyre a

Sy

al, n>1
sztochasztikusan korlatos.

Ekkor barmely 5 €]0, of esetén fennall a

B

Si, b
— — U
a; "

supE < 00

n

n

Osszefiiggés.

A fejezetben a majdnem biztos konvergencia bizonyitasahoz a fentebb le-
irt eredményen kiviil sziikségiink lesz még a Chuprunov-Fazekas-tételre (a
dolgozat 4. fejezetében a 4.1. tétel), illetve a Lévy-formulat is felhasznaljuk,
amely a V (t) folyamat elgallitasat adja meg.
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Majdnem biztos hatareloszlas-tétel p-stabilis eloszlashoz

5.1. Egy tétel a momentumok végességérdl

Az alédbbi tételre sziikségiink lesz a majdnem biztos hatéareloszlas-tétel
bizonyitasanal. Az tétel kimondja, hogy bizonyos — a tételben ismertetésre
keriil — feltételek teljesiilése estén a valoszintiségi valtozok részletosszegeibsl
all6 normalt részsorozat sorozat momentumainak a szuprémuma véges. Az
allitas a kovetkezo.

5.1. tétel. (Turi, [70], Theorem 2.1.) Legyen B egy valds, szepardbilis Ba-
nach-tér a ||.|| normdval elldtva, legyen tovabbd B a B halmaz Borel-halmazai-

bol dallo o-algebra. Legyenek &1,&, ... figgetlen, azonos eloszldsu B-értéki
valdszintdségi valtozok, legyen tovabbd S, = & +---+&,, n=1,2,.... Tekint-
stink eqy ay,as, ... monoton névekvd, pozitiv, valos szamsorozatot és legyen

a €]0,2] rogzitett.
Teqyiik fel, hogy fenndll az aldabbi

dom o« Omat™ pom=1,2,... (5.1)
an

dsszefiiggés, ahol (T,)n>1 egy nemnegativ egész szamokbol dllo sorozat gy,
hogy lim,, o 7, = 0.
Tegyiik fel tovdbbd, hogy barmely B €]0, o[ esetén fenndll, hogy
E|[&.l° < oc. (5.2)

Legyen az (a;,)n>1 a2 (an)n>1 olyan részsorozata, amelyre valamely ¢ < oo
esetén fenndll, hogy a;, < ca;, ,,n = 1,2,..., a (by)n>1 pedig egy olyan B

értékid sorozat, amelyre a
Y
< In —b,n> (5.3)
ag, n>1
sztochasztikusan korldtos.

Ekkor barmely B €0, af esetén fenndll a

B

Sy
Ehn
aln

< 00 (5.4)

supE
n

0sszefiiggés.
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Majdnem biztos hatareloszlas-tétel p-stabilis eloszlashoz

Bizonyitas. Legyen Sy = 0¢s &}, &5, ... fliggetlen masolatai a &1, &y, ... valo-
szintiségi valtozoknak. Ekkora &, = £,—¢,,n =1,2,... a§, szimmetrizéltja,

legyen tovabba S/, =& + &+ ---+&,. Ekkor az S, =S, — S/,n=1,2,...
az Sp-nek (n =1,2,...) a szimmetrizaltja.

Legyen az r egy tetszéleges pozitiv egész szam gy, hogy fenall az [,,_; <
r <, relaci6. Ekkor barmely d > 0 esetén teljesiil, hogy

S, - ~ o d
P (u > d) <P ( max ||S;|| > dar> <P < max ||.5;] > —aln) <

ar 1<i<in 1<i<ln c

~ d 1d
<2 (1501 > S, ) <42 (15, - bl > 300, ) =

c 2c

1
Cap(]= 19,
a, 2c

Az eléz6ekben felhasznaltuk a Lévy-egyenlStlenséget ([42] vagy [39]), a
szimmetrizacios egyenlStlenséget ([39]) és az (ay, )n>1 sorozat tulajdonsagat.

A fentiekbdl és az (5.3) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy az (S, /an)n>1
sorozat sztochasztikusan korlatos. Ezért barmely € > 0 esetén létezik olyan
d > 0 valos szam, hogy barmely r € N esetén fennall, hogy

. (nsun . g) .. 55)

Qy-

gnk - gn(k—l) = én(k—l)—i—l + -+ énkv n = ]-7 27 cee, M,

valoszintiségi valtozok fiiggetlenek és azonos eloszlastuak, ezért

_]p <||§n|| ) d)]m b <maX1<kz<m || Spre — S(n(kfl)H - d) _
anm anm

m gn _gn — m ~n
_ o [meicien 150 — Sug 1)H2d>21_P (mx Hsku>g)z

anm anm

>1—2P (HS”’”H > g) > 1 — 2,

anm
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ahol alkalmaztuk a Lévy-egyenlGtlenséget.

Ha alkalmazzuk a kézépértéktételt, akkor kapjuk, hogy 1 — (1 — 25)% <
H(e)L, ahol H(e) — 0, hae — 0 (¢ > 0).

Az el6z6eket felhasznalva kapjuk, hogy

P(“S—"” Zd> <1 (1-20)% < H(e)~,

Amn m

ahol a H(e) csak a e-tdl fiigg.
Ezért

HE)— 2P (“S"” > d“m"> ,

m an an,

igy (5.1)-et figyelembe véve kapjuk, hogy

HEe)L > P (M > dcmi+fn> |
m

Qn

1

Helyettesitsiik a dC'ma+m_t t-vel. Ekkor kapjuk, hogy m = (L) e
1

acC
(%)% to‘_‘s, ahol 0 > 0,0 — 0, ha n — oc.

Ekkor

Qn

H(a)(d@)ﬁ > 2P (M > t) : (5.6)

Vizsgaljuk meg az (5.6) Osszefliggést. A C' és az a rogzitettek, 7, > 0, 7, — 0.
e > O-ra a d értékét ugy valasztottuk meg, hogy az (5.6) teljesiiljon. Ekkor
H(e) csak e-tdl fiigg és lim. o H(¢) = 0. Ezért a baloldal korlatos. Mivel
t = deéJ”", ezért az (5.6) fennall, ha t > t,, ahol ¢ty > 0 elegendGen nagy
(azaz tulajdonképpen m-et valasztjuk elegendGen nagyra).
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Ezért barmely t > ty esetén érvényes a kévetkezs: barmely 6 > 0 esetén
létezik egy ns gy, hogy ha n > ng, akkor fennéll az

A > teP (M > t) (5.7)

an
Osszefiiggés.

Ezért rogzitett és elegendGen kicsiny 6 > 0 esetén barmely n > ng-ra
fennall, hogy

~ a—26 ~
. (nsnr\) _ / (o — 23)0-2-1p (usnu . t) it <
(07% 0 Qp,
o * [EA]
< (o — 20) / 72714t + (a — 20) / o B-1p >t |dt <
0 to Qn,

to [e%s)
< (a — 20) / 27t + (a0 — 20) / At dt =
0 to

a— 20 )
-5
=0 + (o — 25)At07. (5.8)

Az (5.2)-bsl adodik, hogy

5‘ a—20
max E <M> < 00
n<ng Ay,

Igy az (5.8)-t felhasznélva kicsiny § > 0 esetén adodik, hogy

~ a—26
supE <M> < 00. (5.9)

neN Qp

A desszimmetrizalasi eljarashoz az aldbbi egyenlStlenséget hasznaljuk:

~ t t
P (1K1 > §) 2 P(1X - all > 0P (1x ~al > 5)
minden ¢ > 0 esetén.
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Behelyettesitve az el6z6ekbe kapjuk, hogy

. g
P sz > P %—bl >t|P ﬂ_l SE .
aln 2 aln " aln " 2
Az (5.3)-bdl kovetkezik, hogy fennéall a P (‘ %: —b, || < %) > % Osszefiliggés

minden n esetén, ha t elegendGen nagy.
Alkalmazzuk ismét az E[| X, ||* = [;° su*'P(||X|| > u)du formulat és a
(5.9)-et, igy megkapjuk a bizonyitandé (5.4) Gsszefiiggést.
0]

5.2. Egy alkalmazas: majdnem biztos hatarelosz-
las-tétel p-stabilis eloszlashoz

Tekintsiik a V(t),t > 0 fliggetlen, stacionarius névekményt folyamatot és
tegytk fel, hogy V(0) =0, a {V(t,w) : t > 0,w € Q} halmaz mérhetd, a V()
trajektoriai jobbrol folytonosak és létezik a baloldali hatarértékiik.

Ekkor a Lévy-formulat felhasznalva (Gnedenko-Kolmogorov, [37]) a V (t)
karakterisztikus fliggvénye az alabbi

oy (x) =E (VW) = (t,2,b,0% L(y), R(y)) = (5.10)
- t4ib —022+/0 o~ Y gp)+
= exp bz — =7 N e 1,2 Y
Ay 1y
iy ] dR R
+/0 (e 1+y2> (y)})’ e

alaki, ahol L(y) balrol folytonos, monoton névekvs, a | — 0o, 0[-an ugy, hogy
L(—o0) = 0, R(y) jobbrol folytonos és monoton névekvs a ]0, ool interval-
lumon, tovabba R(oo) = 0 és L(y), illetve R(y) kielégitik az fi y2dL(y) +
fog y2dR(y) < oo dsszefiiggést barmely € > 0 esetén.

A b=0¢és aoc =0 esetet fogjuk vizsgalni. Tekintsiik az alabbi

£(t) :%—B(t), 0<t<oo (5.11)

folyamatot, ahol f: [0,00[— [0, 00[ egy rogzitett, szigorian monoton no-
vekvs fliggvény, az A: [0, 00[—]0, 00| szintén rogzitett, pozitiv fiiggvény,
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tovabba a B(t) folyamatot valasszuk meg tgy, hogy a £(t) folyamat karakte-
risztikus fliggvénye az alabbi

pew (@) = ¢(1,2,0,0, f(t) L(A[)y), f (1) R(A(t)y)) =

U, fOLA)yY), f()R(A(t)y)) (5.12)

alaki legyen (a V(t) folyamatnal a b =0 és a o = 0 valasztassal éltiink).
Ekkor

B(t) = / g(t,y)dL(y) + / " gt y)dR(). (5.13)

—00

ahol

_f@) y? 1
909) = Ay T+ )+ 32 ) (1 - A_@)) - G4

Ha azf(x) = x valasztassal ¢liink, akkor a £(t) folyamat karakterisztikus
fliggvénye

ey (@) = (x, tL(A(t)y), tR(A(t)y)) (5.15)

alaku lesz.

Az L(t), illetve az R(t) fiiggvényekrol is feltesziink még néhéany, az alab-
biakban ismertetendd tulajdonségot, amely biztositani fogja, hogy a késébb
ismertetésre keriil§6 majdnem biztos hatéareloszlastételben szerepls eloszlas
stabilis legyen.

Elgszor legyen 0 < p < 2. Tekintsiik a V(¢) folyamat (5.10)-ben defini-
alt Lévy-reprezentaciojat és tegyiik fel, hogy az L(y) és az R(t) fiiggvények
kielégitik az

L(—t) C1
— —, hat— o 5.16
RO o (516)
és az
L(—t t
(=) + [R() — 2P, hat— oo (5.17)

L(—tx) + |R(tx)|
feltételeket minden x > 0 esetén, ahol ¢, co > 0 1tgy, hogy ¢ + ¢2 > 0.
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5.1. lemma. (Gnedenko, Kolmogorov, [37]) Ha az F(x) olyan eloszldsfigg-
vény, hogy valamely xo > 0 esetén F(x) = L(z), ha v < —x¢ és F(z) — 1 =
R(x), ha © > xo, akkor az F' pontosan akkor van az L,(t) = c1/[t|P és az
R,(t) = co/(—t?) alaku Lévy-reprezentdcioval rendelkezd p-stabilis eloszlds
vonzdsi tartomdnydban, ha fenndllnak a (5.16) és a (5.17) osszefiiggések.

UJ
A (5.16) és a (5.17) feltételekbdl adodik, hogy az 1/L(—t), illetve 1/|R(¢)|

reguléris véltozasu fiiggvény p kitevével, ha ¢; # 0, illetve ¢y # 0.

5.2. lemma. (Bingham, Goldie, Teugels, [11], Theorem 1.5.12) Legyen az
A(t) egy pozitiv, monoton csokkend fiigguény gy, hogy teljesil a

tL(—A(t)) - ¢ >0, hat— oo, (5.18)

konvergencia. A (5.18) dsszefiiggésbdl kovetkezik, hogy az A(t) aszimptotikus
inverze az 1/L(—t)-nek, ezért az A(t) reguldris vdltozdasi 1/p kitevdvel.

O

5.3. lemma. (Gnedenko, Kolmogorov, [37]) Az (5.16), (5.17) és az (5.18)
feltételek fenndlldsa esetén

E(t)y = V(t), hat— oo,

ahol a 'V eqy p-stabilis valosziniségi vdltozo az aldabbi

ov(z) = (w o —0—2) | (5.19)

karakterisztikus fiigguvénnyel.
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Most tételezziik fel, hogy p = 2. Tekintsiik a V() folyamatot a (5.10)
reprezentacioval.

5.4. lemma. (Gnedenko, Kolmogorov, lasd [37], Sect. 35) Legyen az F(x)
olyan eloszlasfiigguény, amelyre valamely xo > 0 esetén F(x) = L(x), ha
r < —xo, mig F(x) — 1= R(z), ha v > xo.

Ekkor az F eloszlasfiigguény akkor €s csak akkor van a normdlis eloszlds
vonzdsi tartomdnydban, ha teljesil az aldbbi

1*(L(—t) — R(1))
J%,22dL(x) + [} 2?dR(x)

—0, hat— o0, (5.20)

0sszefiiggés.
OJ

5.5. lemma. (Bingham, Goldie, Teugels, [11], Theorem 8.3.1) A (5.20)-bdl
kovetkezik, hogy

0 t
G(t) :/ l'QdL(ZE)+/ 2 dR(x) (5.21)
—t 0

lassi vdltozdsi fligguény.

O

5.6. lemma. (Bingham, Goldie, Teugels, [11], Theorem 1.5.12) Tegyiik fel,
hogy a A(t) egy pozitiv, monoton novekvd fiigguény, tovabbd fenndll a

t (/_[)A(t) (%)ZZL(@") + /O_A(t) (ﬁ)%R(x)) —1, hat—

(5.22)

0sszefiiggés.
A fenti (5.22) konvergenciabol kivetkezik, hogy az A(t) reguldris vdltozdsi
1/2 kitevdvel.

O

5.7. lemma. (Gnedenko, Kolmogorov, [37]) Az (5.20) és az (5.22) feltételek
fenndllasa esetén a (t) konvergdl a sztenderd normdlis eloszldshoz.

O
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Ezutan kimondhatjuk a £(t) folyamatra vonatkoz6 majdnem biztos hatar-
eloszlas-tételt, amely a Chuprunov-Fazekas tétel ([18], Proposition 3.1.) és
belatasara pedig egy alternativ bizonyitast adunk. A bizonyitasdhoz sziiksé-
glink lesz az el6zGekben ismertetésre kertilt 5.1. tételre is.

5.2. tétel. (Chuprunov-Fazekas, [18], Proposition 3.1.) Tegyik fel, hogy a
&(t) folyamat karakterisztikus figguénye (5.15) alaki, tegyiik fel tovabbd, hogy
0 < p < 2 esetén fenndllnak az (5.16), (5.17) és az (5.18) feltételek, mig
p =2 esetén az (5.20) és az (5.22) tulajdonsdgok.

Ekkor fennall a

1 T5 dh ha T
log(T) /1 {(t,w)? — Uz, a — O
konvergencia majdnem minden w € ) esetén, ahol a Z egqy p-stabilis va-
loszindisér valtozot jelol jelol: p = 2 esetén Z sztenderd normdlis eloszldst
kovet, mig 0 < p < 2 esetén a Z eloszldasa a V' eloszlasdval egyezik meg (V
karakterisztikus fliggvénye (5.19) alaki).

Bizonyitas. A bizonyitas megtalalhato Turi [70] cikkében. A 4. fejezet 4.1.
tételében szerepls segédfolyamatot definidljuk a kévetkezd modon

au(t) - =T D) g,

ahol k <t < k+1és

oo lf [, st
By(t) = B(t) + ————= l,y)dL(y) + l,y)dR , 5.23
=80+ 5705 | [ stz [ atnire). 62
tovabba g a (5.14)-ben definialt fiiggvény.

Ekkor | < k esetén az {&(t) 1l <t <I+1} ésaz {{i(t) k<t <k+1}
fiiggetlenek.

Legyen k > [ és az [ elegendGen nagy. Belatjuk, hogy

l 6/1” l 5/17/
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a p’ olyan tetsz6leges valos szam, amelyre fennéll, hogy p’ > p, tovabba a C'
olyan konstans, amely fliggetlen az [-t6l, a k-tol és a t-tol.
Az ﬁ[g (t) — & x(t)] karakterisztikus fliggvénye az alabbi

0 a0 t-euio(7) = D S+ DLAQ + 1)), £+ DR(A+ 1))

l+1)

alakot oOlti. Ezért az %[5 (t) — &x(t)] eloszlasa megegyezik az £(1 + 1) =
Si+1/A(l + 1) — Bjyq eloszlasaval, ahol Sj 11 = & + -+ + &1 és a &,&, ...
fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok a (1, x,b,0, L(y), R(y))
egyiittes karakterisztikus fiiggvénnyel. Ezért ez egy p-stabilis eloszlashoz
konvergal. Igy sztochasztikusan korlatos ezért az (5.3) feltétel teljesiil.

Az (5.1) bizonyitasahoz felhasznéljuk, hogy az 5.2. és az 5.6. lemmakbol
kovetkezGen az A(t) fiiggvény 1/p exponensi regularis valtozasu fiiggvény.
Ekkor létezik egy B > 0 konstans gy, hogy minden x > B esetén fennall az

A(t) = t7 exp (n(t) + /t @d@) ,

B X
osszefiiggés, ahol az n korlatos, mérhetd fiiggvény a [B, oo[ intervallumon gy,
hogy n(z) — ¢, (|c| < o0), tovabbé az £(z) egy folytonos figgvény a [B, oo]
intervallumon tgy, hogy () — 0, ha x — oo (|67], Theorem 1.2).

Ekkor

Afm? — m» exp (n<mn> —n(n) + / . @dﬂf) =

xz

1 mn 1 7+7_
< Cmprexp |7, —dz | =Cm»™™
n T

ahol 7, — 0, ha n — oc.

Belatjuk, hogy teljesiil a 5.1. tétel (5.2) feltétele is. Ehhez felhasznaljuk
azt, hogy egy F korlatlanul oszthato eloszlésfiiggvénynek pontosan akkor van
véges p-dik momentuma, ha fennall az ji_oo |x|PdL(x f a:de ) < oo
osszefiiggés ([61], 8. tétel).

Elgszor vizsgaljuk meg a 0 < p < 2 esetet. ¢; # 0 esetén az L(t) regularis
valtozast —p paraméterrel.

Ekkor

/_ elPdL(w) = (2P L)k — /  L@)dle]? < oo,

o
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ha 8 < p. Ezért fennéll az E||& ||° < oo dsszefiiggés.
Ezutan vizsgaljuk meg a p = 2 esetet. A (5.21)-ben megadott G(t) fiigg-
vény lassi véltozasu.

Ekkor
/_ efPdL(z) + /1 AR () — /1 TP d(R() — L(—a)) =
/OO xﬁédG(x) < 00,
ha 5 < 2.

Ezért, ha fennéll az | < k <t < k 4 1 6sszefiiggés, akkor

B
i) - el =B |2 (2 - B )| <

co(Meny se((1)')

elegendGen nagy [ esetén, ahol p’ > p. Itt felhasznaltuk, hogy az A(t) regu-
laris valtozasu 1/p paraméterrel. Ezzel a 5.2. tétel bizonyitasa teljes.

O
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6. fejezet

Hatareloszlas-tételek a
leghosszabb szériara

A fejezetben vizsgalt problémék a pénzfeldobassal kapcsolatosak: érmét
dobunk fel egymés utén és az érmefeldobés soran kialakul6 leghosszabb tiszta
széridk szamat, illetve azok hatareloszlasat vizsgéaljuk. A fejezet elsd részé-
ben feltételezziik, hogy a pénzfeldobasnal hasznalt érmék szabélyosak, majd
a méasodik részben attériink azon esetek vizsgalatara, amikor a feldobott
érmék nem szabélyosak. A fejezet végén majdnem biztos hatéareloszléast is
kimondunk, illetve bizonyitunk.

Az eredmények Thuri cikkén [69] alapulnak, tovabba felhasznaljuk a Foldes
[35], Mori [54] , Schilling [65], Gordon-Schilling-Waterman [38| és a Muselli
[57] eredményeket is.

A leghosszabb tiszta fej dobas vizsgalataval mar Erdds és Reényi [25] is
foglalkozott: a szerzék belattak, hogy tetszéleges 0 < ¢; < 1 < ¢ < 00
esetén majdnem minden w € €2 esetén létezik olyan Ny = Ny(w, ¢1, ¢2) szam
ugy, hogy [c; Log N] < u(N) < [co Log N], ha N > Ny, ahol p(N) jeloli az
N dobés soran kialakul6 leghosszabb fej sorozat hosszat, tovibba Log N az
N szam kettes alapti logaritmusét.!©

Kés6bb Erdés és Révész [24] is adott also, illetve fels6 korlatot a pu(N)-re.

Foldes [35] a szabalyos érméket vizsgalta és adott hatareloszlas-tételeket
a leghosszabb fej széria eloszlasaval kapcsolatban.

16 A fejezetben, amikor a szabalyos érmefeldobast targyaljuk, akkor a Log N jeloli az
N szam kettes alapu logaritmuséat, a szabalytalan érmefeldobas targyalasa esetén pedig a
kérdéses logaritmus alapja 1/p, ahol p annak valoszintisége, hogy fejet dobunk az érmével.
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Binswagner és Embrechts [12] jatékelméleti és pénziigyi szempontbol vizs-
galta a kérdéskort.

Schilling attekints cikket [65] kozolt a témakorrel kapesolatban, publika-
civjaban a téma algoritmuselméleti vonatkozésait is kozli és az alkalmazasi
lehet&ségeket is bemutatja.

Fazekas és Noszaly [31] vizsgaltak a leghosszabb T-szennyezett fej széri-
aknak a hatéreloszlasat és adtak rekurziv algoritmust a szabalytalan érmék
esetén.

A fejezet elején a szabalyos érmefeldobasok sorén kialakul6 szériakat vizs-
galjuk, a fejezet mésodik felében pedig a szabalytalan érmefeldobasok soréan
kialakul6 széridkat vizsgéljuk és ezzel kapcsolatban majdnem biztos hatarel-
oszlas-tételt is kimondunk, illetSleg bizonyitunk.

Tegyiik fel, hogy &1, &, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valto-
zok gy, hogy P(& = 1) = p, illetve P(§ = 0) = ¢ = 1 — p. Allapodjunk
meg abban, hogy ha 1-et frunk az azt jelenti, hogy fejet dobtunk, mig a 0
jelentése az, hogy irast dobtunk.

A fejezetben elGszor belatjuk, hogy ha N — oo és n — oo gy, hogy

T — A>0,

akkor fennall az alabbi

) - 6—2)\(2)\)k
Jim B(E(n, N) =) = 0
osszefiiggés, ahol k = 0,1,2..., tovabba £*(n, N) = &*(n, N,w) jeloli a le-
galabb n hosszusagu diszjunkt tiszta fej vagy tiszta iras sorozatok szamat.
A kovetkezs eredmény is a fejezetben talalhato: ha fennéll az % —A>0
konvergencia N — oo és n — oo esetén — hasonloan az el6zekhez —, akkor

teljesiil a
. 1-1
lim E(z* ("’N)) = exp (2)\ <—( f)z — 1))
=3

N—oo z

osszefiiggés, ahol £*(n, N) = £*(n, N,w) jeloli az n hosszusagn tiszta fej vagy
tiszta iras sorozatok szamat.
Ebben a fejezetben beléatjuk, hogy 0 < x < oo esetén fennall a

lim P (T (n) < x) =1—e

n—o00 on+l —
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osszefiiggés, ahol 7%(n) az a legkisebb dobasszam, amely esetén a dobéssoro-
zatban egy n hosszusagu tiszta fej vagy egy n hosszisagu tiszta iras szériat
kapunk, azaz

7"(n) = min{N | £"(n,N) > 0}.

A fejezetben keriil ismertetésre az alabbi eredmény is: barmely k egész
esetén fennall a

P(u*(N) — [Log(N — 1)] < k) = exp(—2~ ¢~ {LesV=DD) 4 o(1)

osszefiiggés, ahol p*(N) = p* (N, w)-val jeloltiik a leghosszabb tiszta fej soro-
zatok vagy a leghosszabb tiszta iras sorozatok hosszat az N dobashodl, azaz

p*(N) =max{n | £(n, N) > 0}.

A fejezet mésodik részében nem szabalyos érmékkel végezziik a feldobast,
azaz azt az esetet vizsgaljuk, amikor a p > ¢ eset all fenn.
Belatjuk, hogy barmely 0 < x < oo esetén fennéll a
lim P(7*(n)gp" <z)=1—¢€""
n—oo

Osszefliggés.
A fejezet végén igazoljuk az alabbi

1 n 1 t+1 _(1\Y d h _
lim Z “I(p*(i) — Logi < t) = » exp [ (2) } Yy, ha p
n—oo logn < i 7 exp [—qp¥] dy, ha p >

N N=

1=

majdnem biztos hatareloszlas-tételt.
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6.1. Hatareloszlas-tételek a leghosszabb szériara

A fejezetben sziikségiink lesz az alabbi jelolésekre.

Jeloljiik N-el azt, hogy héanyszor dobtunk az érmével.

Jeloljiik £(n, N) = &(n, N,w)-val az n hossztuséagu tiszta fej sorozatok sza-
mat.

Jeloljiikk £*(n, N) = £*(n, N,w)-val az n hosszisagu tiszta fej vagy tiszta
irds sorozatok szamat.

Jeloljiik €(n, N) = f(n, N,w)-val a legalabb n hosszusagu diszjunkt tiszta
fej sorozatok szamat.

Jeloljiik £5(n, N) = £*(n, N,w)-val a legaldbb n hosszusagu diszjunkt tisz-
ta fej vagy tiszta irés sorozatok szamat.

Legyen 7(n) = 7(n,w) az a legkisebb dobasszam, amely esetén a dobésso-
rozatban egy n hosszusagu tiszta fej szériat kapunk, azaz

7(n) = min{N | {(n,N) > 0}.

Legyen 7%(n) = 7*(n,w) az a legkisebb dobasszém, amely esetén a do-
béssorozatban egy n hosszusagu tiszta fej vagy egy n hosszisagu tiszta irés
szériat kapunk, azaz

7"(n) = min{N | {*(n, N) > 0}.

Jelolje u(N) = pu(N,w) a leghosszabb tiszta fej sorozat hosszat az N
dobéasbél, azaz
u(N) = max{n | £(n, N) > 0}.

Jelolje p*(N) = p*(N,w) a leghosszabb tiszta fej sorozat vagy a leg-
hosszabb tiszta iras sorozat hosszat az N dobéasbol, azaz

p*(N) =max{n | £*(n,N) > 0}.
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Elevenitsiik fel elGszor a Foldes-féle eredményeket, amelyek arra vonatkoz-
nak, amikor a pénzfeldobasokat szabalyos érmével végezziik.

6.1. tétel. (Foldes, [35], Theorem 1) Ha N — oo és n — oo gy, hogy

Sl A >0, (6.1)

akkor fenndll az aldbbi

lim P(E(n, N) = k) = &2 (6.2)

N—o0 k!

osszefiiggés, ahol k =0,1,2....

6.2. tétel. (Foldes, [35], Theorem 2) Az eldzd tétel feltételeinek a fenndlldsa
esetén a &(n, N) eloszldsa konvergdl az dsszetett Poisson-eloszldshoz'

E(25M) = exp ()\ (@ — 1)) : (6.3)

1—52

6.3. tétel. (Foldes, [35], Theorem 3) A0 < x < oo feltétel teljesiilése esetén
fenndll, hogy

lim P (;sz < a:> —1-e (6.4)
6.4. tétel. (Foldes, [35], Theorem 4) Bdrmely egész k esetén fenndll a

P(u(N) — [LogN] < k) = exp(—2-*+1-1kesNh) 4 (1) (6.5)
osszefiiggés, ahol [a] jeloli az ’a’ egészrészét és {a} = a — |al.

A kovetkezdkben felhasznaljuk az alabbi Schillingtél [65] szarmazé ered-
ményt, amely a legalabb n hosszisagu diszjunkt tiszta fej sorozatok szama és
a legalabb n hosszusagu diszjunkt tiszta fej vagy tiszta iras sorozatok széma,
azaz a £(n, N) és a £*(n, N) valoszintiségi valtozok kozott teremt kapcsolatot,
amely a kovetkezd.

I7TA ¢ valoszintiségi valtozo Gsszetett Poisson-eloszlast, ha léteznek &1, &y, ... fiiggetlen,
azonos eloszlasu valoszintségi valtozok és egy toliik fiiggetlen Poisson-eloszlasa N = N(w)
valoszintiségi valtozo gy, hogy a £ eloszlasa megegyezik az Sy = &1 + & + - - - + & Osszeg
eloszlasaval.
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6.5. tétel. (Schilling, [65]) Fenndll az aldbbi
2card{€(n — 1, N — 1) = k} = card{¢*(n, N) = k} (6.6)
(k=1,2...) dsszefiiggés.*®

OJ
Ezutén az el6bbiekben ismertetett eredmények felhasznalasaval kimond-
hatjuk és bizonyithatjuk a kovetkezs tételeket.

6.6. tétel. (Turi, [69], Theorem 2.6) Ha N — 0o és n — oo gy, hogy

Zg A >0, (6.7)

akkor fenndll az aldbbi

) - 672)\<2)\)k
Jim P(E*(n, N) = k) = —— (6.8)
osszefiiggés, ahol k =0,1,2....

Bizonyitas. Ha felhasznaljuk a (6.6) oOsszefiiggést, akkor k& = 0,1,2...
esetén kapjuk, hogy

card{€*(n, N) = k)} _ 2card{€(n —1,N — 1) = k)}
2N 2N

P(¢"(n, N) = k) =

=P¢n—-1,N—-1)=k).
Ha fennall a 271% — A relécio, akkor igaz az alabbi

N -1 N—-1 N
on—1)+1 2 N ontl 2ZA.

Osszefiiggés is.
A 6.1. tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy

lim ]P’(é*(n, N)=k)=¢ (20"

Y

amivel a 6.6. tétel bizonyitasa teljes.

18card A-val jeldltiik az "A’ halmaz szdmossagat.
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6.7. tétel. (Turi, [69], Theorem 2.7) A (6.7) feltétel teljesiilése esetén fenn-
all az aldabbe
. 1-1
lim E(z8 ™) = exp (2/\ (% - 1)) (6.9)
N—o0 1 — 52
0sszefiiggés.

Bizonyitas. A (6.6) feltétel felhasznalasaval kapjuk, hogy

E(5 ) =3 "2 P(E (0, N) = k) = Y 2P card{€*(n, N) = k}/2" =
k=0 k=0

:i kacard{¢(n — 1, N — 1) = k}/2~ = Zz’ﬂp (n—1,N—-1)=k) =
k=0 k=0

E(Zf(n_l’N_l)).

A 6.2. tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy

11
E(zg(”_l’N_l)) = exp (2)\ <—(1 ?)z - 1)) ,
— =z

2

amivel a bizonyités teljes.
O

A kovetkezd tétel szerint a 5y valoszintiségi valtozo exponenciélis elosz-
last kovet, amelynek a paramétere 2.

6.8. tétel. (Turi, [69], Theorem 2.8) Bdrmely 0 < x < oo esetén fenndll a

lim P (T*< n) :13) P (6.10)

on+l —
0sszefiiggés.

Bizonyitas. A tétel az alabbi szamolas és a 6.3. tétel kozvetlen kovetkez-

ménye

P (% > x) = P( a [2"z] darab dobéas soran nem jon

létre n hosszisagu széria) =
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card{a [2"z] darab dobés sordan nem jon létre n hosszlisdgt széria}
2[2”:t] o

2 card{a [2"z] — 1 darab dobas sordn nem j6n létre n — 1 hosszisagu fej széria}

ora]
—Plr(n—1) > [2a] — 1) = ?@ (T(”QZ DI [an]n_ 1) _
:P(% >x+an) :P<%—an>x),

[272]—1
2

n

ahol =z + a, és a, — 0. A Szluckij-lemma és a 6.3. tétel felhaszna-
lasaval kapjuk, hogy

-1
limP(M—an>x) =e 7

n—00 on

amibdl adodik, hogy

amivel a bizonyités teljes.

6.9. tétel. (Turi, [69], 2.9.tétel) Bdrmely k egész esetén fenndll a
P(u*(N) — [Log(N — 1)] < k) = exp(—2~ - {Les™W=DDy 1 5(1).  (6.11)
osszefliggés.

Bizonyitas. A 6.5. tételbdl kapjuk, hogy

card{p*(N) — [Log(N — 1)] < k} _
2N

P(u*(N) = [Log(N = 1)] < k) =

2card{u(N — 1) — [Log(N —1)] < k —1}/2N =
P(u(N —1) — [Log(N = 1)] < k) =
exp (=2~ osV=1D) 4 o(1),

ahol alkalmaztuk a 6.4. tételt, amivel a bizonyités teljes.
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6.2. Hatareloszlas-tétel a nem szimmetrikus eset-
ben

Ebben a részben vizsgaljuk azt az esetet, amikor az érme nem szimmetri-
kus.

Jeloljiik p-vel annak a valoszintiségét, hogy fejet dobunk, mig ¢ =1 —p
jelolje az iras valoszintségét. Jeloljik Viy(p)-vel a valoszintiségét annak, hogy
az N kisérlet soran a leghosszabb széria fej dobasokbol all. Ekkor Musselli
[57]-ben kozolt 5. tételebsl!? adodoan

0, ha0<p<4i,

6.12
1, ha%<p§1. ( )

N—oo

6.10. tétel. (Turi, [69], Theorem 2.10) Tegyiik fel, hogy p > q. Ekkor
barmely 0 < x < 0o esetén fenndll a

nh—>nolo P(t*(n)gp" <x)=1—¢"" (6.13)
0sszefiiggés.
Bizonyitas. Az alabbi
lim P(r(n)gp" <z)=1—e€"". (6.14)

n—o0
osszefiiggés bizonyitéas nélkiil megtalalhato a Mori [54] cikkben, bizonyitéassal
egylitt pedig a Fazekas-Noszaly kozleményben [31|. Ha felhasznaljuk a (6.12)
és a (6.14)-et, akkor megkapjuk a (6.13)-at, amivel a 6.10. tétel bizonyitasa
teljes. O

6.11. tétel. (Turi, [69], Theorem 2.11) Tegyiik fel, hogy 1 > p > q. Ekkor
barmely k egész esetén fenndll az

P(u (V) — [Log N] < k) = exp(—gp* -5 £ o(1).  (6.15)
osszefliggés.

Bizonyitas. A Gordon-Schilling-Waterman [38| vagy a Fazekas-Noszaly [31]
eredménybdl adodik a

9Musselli tétele szerint a nagyobb valészintiségti érmeoldal a kialakuld széridk szem-
pontjabol teljesen dominansa valik N — oo esetén, azaz a kisebb valdszintiségi érmeoldal
nem befolyasold tényezd és 1 valoszintiséggel a leghosszabb széria a nagyobb valészintiségt
érmeoldalbol fog allni, még akkor is, ha a kisebb valdszintiség csak "egy kicsivel kisebb"
1/2-nél.
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P(u(N) — [Log N] < k) = exp(—qp"~t#M) + o(1) (6.16)

Osszefliggés.
Ha felhasznaljuk a (6.12)-t és a (6.16)-ot, akkor kapjuk (6.15)-6t, amivel
a bizonyitas teljes.
O

6.3. Egy majdnem biztos hatareloszlas-tétel a
leghosszabb szériara

Ebben a részben is szabalytalan érméket vizsgalunk és majdnem biztos
hatareloszlas-tétel keriil ismertetésre a leghosszabb szériara.

6.1. lemma. (részesete a Mori [54]-ben a corollary 5.1-nek) Fenndll az

n

t+1
lim ! Z l]I(u(z) —Logi <t)= /t exp(—qp®)dz (6.17)

n—oo logn ~

1=
konvergencia majdnem biztosan.

O
Az E(7*(n))-et jeloljiik egyszertien E(n)-nel, mig a P(7*(n) = n)-et p(n)-
nel.
A majdnem biztos tétel bizonyitdsahoz sziikségiink lesz az alabbi eredmé-
nyekre.

6.2. lemma. (Mori, [5]], lemma 2.2.) Fenndll a

Tim P (;((Z)) > t) — et (6.18)

konvergencia t > 0-ban egyenletesen.
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6.1. propozicio. (részesete a Mori [54]-ben a Theorem 3.1-nek)
Tegyiik fel, hogy az f eqy pozitiv, monoton névekvd, differencidlhato fiigg-
vény gy, hogy fenndll az E(m) ~ f(m) dsszefiiggés és létezik a

= Jim (log f(1)) (6.19)

hatdrérték. Legyen g = f~1. Teqyiik fel, hogy 0 < ¢ < 0.
Ekkor minden t € R esetén

n

Jim 10;1 ; %H(u*(i) _ (i) <1) = /0 Fle(t + 2))dz (6.20)

magjdnem biztosan, ahol F'(z) = exp(— exp(—=z)).

O
A kovetkezd tétel a majdnem biztos hatéareloszlas-tétel a leghosszabb szé-
riara.

6.12. tétel. (Turi, [69], Theorem 3.4.) Fenndll a

n

: 1 Lo .. : B
7112210 Toen ;:1 g]l(,u (1) —Logi < t) = (6.21)
. ep[=(3)']dy. ha p=;
t
[ exp—gpldy,  ha p>1

konvergencia P-majdnem biztosan.

Bizonyitas. A bizonyitas soran két esetet kiillonboztetiink meg.
T™*(n

Elgszor legyen p = 1/2. A 6.8. tételbsl adodoan a Qn—ﬂ) valoszintiségi

valtozo 1/2 varhato értékid exponencidlis eloszlashoz tart, azaz P(Tz—(n") >
t) — e ', han — oo.

Megmutatjuk, hogy fennall az Ep*(n) ~ 2" Osszefiiggés. A 6.2. lemma-
bol adodik, hogy lim,, .., P (%(n")) > t) = e~'. Ha felhasznaljuk a tipusokra
vonatkozo konvergenciatételt (Gnedenko, Kolmogorov, 37|, Theorem 2, Sec-
tion 10), akkor kapjuk, hogy %?) — 1, ha n — oo.

A 6.1. propozicioban a fliggvények valaszthatok a kovetkezdképpen: f(z) =
2% és g(r) = Logz, igy kapjuk, hogy ¢ = lim;_,«(log f(t)) = log2 €]0, 00|,
ezért alkalmazhatjuk a 6.1. propoziciot.
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Ekkor
lim — ilﬂ( *(i) — Logi < t) = lim Zl g(i) < t) =
n—oo logn = 1 . . _n—>oo logn ~—~ 1 B

/0 " exp [ exp(—e(t + 2))] dz = /0 Cexp [— (%)H] i
[ e

Most tegyiik fel, hogy p > 1/2. A 6.10. tételbsl adodoan fennall a

lim P(7*(n)gp" > x) = e ". (6.22)

n—oo
Osszefliggés.
A 6.2. lemmabol adodik, hogy

lim P (;((Z)) > x) _— (6.23)

Igy (5(7;21 — 1, ha n — oo. Ezért fennall, hogy E(n) ~ (qp")~'. Igy

flx)=q¢p == (11 G)) . Ezért g(z) = Logx + Logq és ¢ = log%, amivel a
bizonyitas teljes.

O
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7. fejezet

Majdnem biztos
hatareloszlas-tételek és egy
egyenlGtlenség a véletlen
elhelyezésre

A dolgozat ezen fejezetében a véletlen elhelyezéssel kapcsolatban megje-
lené hatéreloszlasokat vizsgaljuk. A véletlen elhelyezést a kovetkezSképpen
modellezhetjiik: helyezziink el egymésutan n darab labdat egymastol fiigget-
leniil N darab dobozba és szamoljuk meg azon dobozok szédmat — jelolve ezt
tr(n, N)-nel —, amelyek pontosan r darab labdat tartalmaznak.

A fejezetben a p,.(n, N) tulajdonsagait vizsgaljuk: t6bb majdnem biz-
tos hatareloszlas-tételt fogalmazunk meg vele kapcsolatban, mindenekel6tt
azonban belatunk egy egyenlétlenséget, amely felhasznalasaval (és a Fazekas-
Chuprunov tétel segitségével) keriilnek bizonyitésra az el6bb emlitett hatar-
eloszlas-tételek.

A p,(n, N) kifejezésre a szakirodalomban szamos hatareloszlas-tétel ismert
(Weiss [77], Rényi [62], Békéssy [5], illetve a Kolchin-Sevastyanov-Chistyakov
monografia [46]). Ismert, hogy ha a paraméterek az tugynevezett kozponti
tartoméanyon talalhatoak, akkor a pu,.(n, N) kifejezés sztenderdizéaltjanak a
hatareloszlasa sztenderd normélis. Azonban bizonyos tartoméanyokon a ha-
tareloszlas Poisson-eloszlast kovet.
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7.1. A véletlen elhelyezés néhany alapvet6 tulaj-
donsaga

Ebben a részben el6szor formalizaljuk a véletlen elhelyezést, majd felso-
roljuk a vele kapcsolatos alaptulajdonsagokat, igy mint a varhato értéket, a
szorést és a kovarianciat.

Tegyiik fel, hogy a &,&;,7 € N fiiggetlen, a [0, 1]-en egyenletes eloszlasu
valoszintségi valtozok. Legyen N € N és tekintsiik a [0, 1] intervallum A; =
Ayi= [%, %[, 1 < i < N beosztasit.

A Ay = 1,2,..., N intervallumokra tugy tekintiink, mint dobozokra,
tovabba a &;-ket tekintjiik a & realizédcidinak. Mindegyik realizaciot gy te-
kintjiik, mint véletlen elhelyezést N dobozba. A §; € A; jelentése: a j-edik
labda az i-edik dobozba esik.

Legyen n € N és Ay = {1,2,...,n}. Ekkor a

N

MT<n7 N) = Z Z H H{ﬁjGAi} H H{§j¢Ai} (71>

i=1 |A|:'I‘,ACA(0) ]EA jeA(O)\A

kifejezés — Osszhangban a bevezetésben leirtakkal — azon dobozok szamét
adja, amelyek pontosan r darab golyot tartalmaznak, ahol Ig-vel jeloltiik a
B halmaz indikatorfiiggvényét.

Konnyen lathato, hogy

1 1 n—r
Ep(n,N) = NC'— (1— — ] |
pr(n, N) ”N’“( N)

ahol C" = (Z) a binomialis egyiitthato.

Ha n, N € N, akkor legyen a@ = § és p.(a) = (a'/r!)e™. Ismertek az
alabbi (7.2) és (7.3) hatarérték-relaciok ([46], 2. fejezet, 1. rész, 1. tétel), ha
r és t rogzitettek, tovabba, ha n, N — oo gy, hogy a = o(N).

Ekkor tehat
Epte(n, N) = Np,(a) + po(a)(r — a/2 — C2/a) + OA/N),  (72)
tovabba a kovarianciara fennall, hogy

cov(py(n, N), pe(n, N)) ~ No.i(a), (7.3)
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ahol
arr(@) = pr(@)(1 = pr(@) = pr(a)(a —1)?/a)
ori(a) = =pr(@)p(a) (1 + (0 — ) (o — 1) /),
ha t # r.

Vezessiik be a kovetkez§ jelolést

Dr = v D?u,(n \/COV (1r(n, N), pr (0, N)).

Sziikségiink lesz az alabbi Gsszefiiggésre is.

7.1. megjegyzés. Fenndll az alabbi

1 _pr(a) _pr(a) 2 Cr > 07

(o —1)?
Q@
osszefiiggés, ha r > 2 rogzitett és « tetszdleges vagy ha r =0 vagy r = 1 és

fenndll, hogy o > g > 0.

A véletlen elhelyezéssel kapcsolatos tételeknél az n és az N szerepe rogzi-
tett, ezért a (n, N), (k, K) € N? jelslést hasznaljuk.
Legyen

,U,T(Tl, N) — Eﬂr(nv N)

SO, =
D,

n,

a pr(n, N) valoszintiségi valtozo sztenderdizaltja, ahol (n, N) € N2,

7.2. Az egyenlGtlenség

Legyen n, N,r € N, 0 < k < n, ahol a korabban emlitett modellnek
megfeleléen n jeloli a labdak szamét, N a dobozok szamét, tovabba a &;
valoszintiségi valtozo jeloli a j-edik labdat és A\; jeloli az i-edik dobozt. Ve-
zessiik be a kovetkezé Ay = {k+1,...,n},k =0,1,...,n — 1 halmazokat
és legyen
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N
Cn = Cn,N = Z Z HH{fjeAi} H H{§j¢Ai}_

i=1 |A|=r,ACA(y jEA JEA@)\A

1 1 n—r
~NCT— (1-—) .
e ()

Lathato, hogy ¢, = u,(n, N) — Eu,(n, N), tovabba fennall, hogy

=> > (nia—En),

=1 |A‘=T,A§A(O)

nz-A:HH{gjeAi} H Lie;¢niy

jeA JEAQ)\A

ahol

annak az eseménynek az indikadtora, hogy az i-edik doboz tartalmazza azokat
(és csak azokat) a golyokat, amelyeknek az indexei az A halmazban talalha-
toak. Jeloljik Fy,-vel a &piq,...,E, valoszintiségi valtozok altal generalt
o-algebrat.

A tovéabbiak soran sziikségunk lesz az ni(fl) = E(nia| Fin) €s a

¢F = Fy = E(GalFin) = Z Yool —EnY) =

i=1 |A| T‘ACA(O)

i 1 1\ k= (r=1AnAg))
= — = (1-= (7.4)
r—|ANA |( )
1 1 n—r
X H Ligrensy H Lie;gniy — NT 1— N

feltételes varhato értékekre.
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A kovetkezG egyenlStlenség fontos szerepet jatszik a késébbi allitasaink
bizonyitasakor.

7.1. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Turi, [30], Theorem 2.1) Tegyiik fel, hogy
0<k<n0<r<nésaz N rigzitett. Ekkor fenndll, hogy

2 1 1 n+k ) 1\
E(¢n — ()" < cha [(1_ N) o & <1_ N)

ahol ¢ < 0o és nem fiigg n-tol, N-tol és k-tol, azonban fiigghet r-tdl.

(a+1), (7.5)

Bizonyitas. Mivel fennallnak az En;4 = ]Engfl) és az

k k k k
E(%Al - 777;(11)41)<7]i2142 - 771(2,)42) = E(nilz‘hnizflz) - E(Ui(l}xl??gy)axg)

Osszefiiggések barmely A; és As halmazok esetén, igy kapjuk, hogy
2

EG-CP=E1> Y (u-nd)| =

=1 |A]=r,ACAo)

k k
= Z Z E(n'LlAl - 77’511)41)<777;2A2 - 77521)42)

i1,i2=1 | [A1|=|Az|=7,41,A2CA(0)

k k
-y 3 (B ama1) = B0 08,0 ) | +

11702 AlﬂAz;ﬁ@HAl‘=|A2|:T,A1,A2CA(0>

k k
Z Z <E<ThlA1 Th2A2) - E(nz(llhnl(}zlz)) +

i1742 | A1NA2=0,|A1|=|Az|=r,A1,A2CA )

N
k) (k
+ Z Z (E(mm Miaz) — E(m(A)l 77§A)2)>

=1 [ A1#Ag,|A1|=|Az|=r,A1,A2CA )

N
+ Z Z (E(mA)Q - E(nfﬁ)f) = By + By + Bs + Bj.

=1 ‘A|:T‘7ACA<O)

Vizsgaljuk most a By, By, Bs, B4 tagokat kiilon-kiilon.
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Majdnem biztos hatareloszlas-tételek a véletlen elhelyezésre

Elészor tekintsiik a Bj-et.
Legyen ’il 7é ig, Al N A2 7£ Q) éS] € Al ﬂAg
Ekkor kapjuk, hogy

Lig;eni g eni,y =0,

amibdl kovetkezik, hogy E(ni, 4,7i,4,) = 0. Ezért fennall, hogy B; < 0.
Tekintsitk most a B tagot. Ekkor iy = iy és A] # Ay. Ha j € A\ A
vagy j € Ay \ Ay, akkor az

Lie;eni g ¢ni,1 =0,

vagy az

Igeniligeni,y =0,
osszefiiggés all fenn, amibdl kovetkezik, hogy E(;,4,7i,4,) = 0, azaz fennall
a Bs < 0 relacio.
Most vizsgaljuk meg a Bs-es tagot. Legyen tehat i, # iy és A; N Ay = 0.
Ekkor

k 1 2 n—2r
B 41042) = B4, 1) = 5 (1_N -

1 ( 1 >2]€(27’A(MQA1 |A(k)ﬂA2 < n7k7|A<k)ﬂA1‘f|A(k)ﬂA2|
1 B _>

B N2r ==
2k—2r+x . 2 n—k—x
N .

N
1 n—2r
N2r N
<z <min{2r,n — k}.
le) Ekkor 0 < a < b < 1, tovabba

Itt o = [Agy N Ar| + [Aw) N Az, ezért
Legyen most a = (1 — %) és b= (
b —a= %
A Bs-t elGszor az x = 2r esetben vizsgaljuk meg, ami azt jelenti, hogy
Al, Ay C A(k)

|°2|~
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Ennek a tagnak a szamossaga N(N — 1)(n — k)!/(rlrl(n — k — 2r)!)
A kérdéses tagot az alabbiakban becsiiljik

(-0

1 n—k—2r1.12(k—1) 1
S WCL kb m,

ahol felhasznéltuk a kozépérték-tételt.
Ezért By szoban forgd része nem nagyobb mint

(TL—]{?)' 1 2 n—k—2r 1 2(k—1) 1 B
N<N_1)7‘!7’!(n—k—2r)!N2’" 1_N b 1_N nz = B

Ezutan vizsgaljuk meg a By-es tagbol visszamaradt részt, azaz azt, ahol
x < 2r. Ezen tagok szama

n! (n —k)! 2rkn®—1
N(N -1 — < N(N —1)———— = By
( ) (r!r!(n =2r) rlrln—k — 2r)!) = M ) rir! 21

A fentiekben felhasznéltuk a kovetkezs tényt: ha fennéllnak a 0 < b; <
a; < c és az a; — b; < | Osszefiiggések minden ¢ = 1,2,...s esetén, akkor
érvényes a [[;_; a; — [[;_, bi < sle*™! relacio.

Ha alkalmazzuk a kozépérték tételt, akkor ezen részbeli tagok nagysag-
rendjére az alabbi becsléssorozatot kapjuk:

‘ 1 (an72r o b2k72r+za

N2'r’ nikiz)

S|

N——
[\

T

8
N———
N———

A

_ ‘%an—k—% ((ak _ b2k;) 1 pek (1 _ (

76
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Osszegezve az eldbbieket adodik, hogy

By < By 4 Bag1 Bags <

2o 1 n+k—2r—2 2r—1 1 n+k—2r—2
< c;zm (1 — N) k+ anw (1 — —) k*+

N
2r—1 1 n+k—2r 1 n+k
o (1 ) k<ca*t <1 — N) k(o +1).

+CN2T—1 N
Végiil vizsgaljuk meg a By-es tagot. Legyen r = [{1,2,...,k} NA| =r —
’A N A(k)’.
Ekkor
Bi=N . (E(mA)Q - E(an))Q) =
|A‘:T,ACA(O)
1 1 n—r 1 1 2(k—r1) 1 1 n—k—(r—ry)
- 1—— - 1— = 1— —
8 (w05 (o5 T s
|A|=r,ACA (o)

min{k,r} n—r n+k—r—ry
1 1 1 1
— N T1 T—T1 1 . _ 1 I —
E Gy O (N’“ ( N) N+ ( N) )

ri=max{r—(n—k),0}

min{k,r} 1\"" 1 1 k—ry
_ T T —T1 _ _ _ <
=N)Y C”kzv (1 N) (1 N (1 N) >_

ri=max{r—(n—k),0}
min{k,r} — n—r k—mr1
kmonmm 1 1 1 1
< S (P 1- - <
<y (-3) (-5 (-3) ) s

| — I N©
ri=max{r—(n—k),0} e (T Tl). N
Lt oprom 1 1 n—r 1 1 k—min{k,r1}
<N . 1- 1—— .
2:07"1 (r—mr)! N’"( N) ( N”( N)
r1
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Ha elkiilonitjiik az r; = 0 részt és alkalmazzuk a kozépértéktételt, akkor
kapjuk, hogy

ko 1\""
B, <N _——— 1 - =
4= ZT’]!(T—T’l)!NT< N) +

ri=1

nt 1 1\"" 1\*
N— 1— — 1—(1-— <
s (- ) ( ( N))—

1 n—r T k r1—1 1 ok 1 n—r
< r—1 - — — — —— 1 - = <
S ka (1 N) Z(n) 7“1!+N7“!N( N) -

amivel a bizonyitas teljes.
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7.3. Majdnem biztos hatareloszlas-tételek a vé-
letlen elhelyezésre

A tételek bizonyitasahoz sziikségiink lesz az alabbi allitasra.

7.2. tétel. (Fazekas, Chuprunov, [28], Theorem 2.1)) Legyenek (ay(k))k>1
és (aa(k))k>1 egész értékd sorozatok gy, hogy 1 < ai(k) < as(k) < oo,
k € N. Legyen tovabba (M, o) egy tetszdleges teljes, szepardbilis metrikus tér
€s a G, a1(k) < ag(k) M értékid valdszintségi vdltozok és p; jelolje a C
valosziniségi vdltozo eloszldsdt.

Tegyiik fel tovdabbd, hogy léteznek olyan C' > 0 és B > 0 konstansok és
egy pozitiv, monoton noévekvd (c,)n>1 sorozat gy, hogy lim, o ¢, — 00,
Cry1/Cn = O(1) €s ¢ (k,i,1,5 € N,k < 1) M értéki valdszintiségi viltozok
ugy, hogy fenndll az

E (oG, () A1) < © (—’“)6 (7.7

Cl

k <1 és barmely i,j esetén. Legyen 0 < dy <log(cri1/ck) €s > pey dp = 00.
Tegyiik fel, hogy

barmely k esetén, ahol dy,; nemnegativ szamok. Legyen tovabbd D, = > "7 _, dy.
Ekkor barmely, az M Borel szigma-algebrdjin értelmezett v valdsziniségi
mérték esetén az alabbi két dllitds ekvivalensek

1 & az (k)

- Y dubgw) = 1 han — oo (7.8)

" k=1 i=a (k)
P-majdnem minden w € Q) esetén, illetve

n az(k)
DL Z Z diific,, = 1, han — oo. (7.9)
" k=1 i=aq (k)

O
A kovetkez6 eredmény a Kolchin-Sevastyanov-Chistyakov-tétel ([46], The-
orem 3.) egy verzidja. Az altalunk ismertetésre keriils tétel ijdonsaga abban
all, hogy egyenletes konvergenciat allitunk az (n, N)-ben egy bizonyos tarto-

manyon, mikoézben az [-et rogzitjiik.
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7.3. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Turi, [30], Theorem 2.2.) Tegyiik fel, hogy
r > 2 ésl €N legyen rogzitett. Ekkor n, N — oo esetén fenndll a

L (Np e (14 0(1)) (7.10)

P(uy(n, N) = 1) =

dsszefiiggés egyenletesen a T = {(n, N) : N > n?=0/Cr=21ogn} tartomd-
nyon.

Bizonyitas. Tekintsiik a fiiggetlen, azonos Poisson eloszlasti, « paraméterfi
N, M2, -y 1IN valoszmuse 1 Valtozokat legyen tovabba (x = n1 + -+ + nn.
Tekintsiik azokat a 'rh , 7]2 e ,77N fuggetlen azonos eloszlasu Valoszmusegl
valtozokat, amelyek az aldbbi

P(n” = 1) =PB(n; = l|n #7)

eloszlast kovetik.
Legyen (1(\7,") = 77§’”) + 4 n(r Ekkor a [46]-ben szerepls 1. lemma miatt

kapjuk, hogy

P =n—1r
P(ir(n, N) = 1) = mp’r(l —p) Y (Cﬁ@ =) =r

A T tartomanyon n, N — oo esetén kapjuk, hogy o — 0 és p,.(a) — 0.
Igy az F-fel kapcsolatban irhaté, hogy

(Np@—p)"" (1 —p)¥
ll(Np )le_Npr e*Npr

(7.11)

Ha vessziik a ( — Npr klfejezes logaritmusat és e kifejezés becslésében alkal—
mazzuk a log(1 — l‘) fiiggvény Taylor sorfejtés kozelitését a masodik tagig?
akkor kapjuk, hogy?!

(1—=p)¥ _ —Nprn _ R
log ——"— = Nlog(1 — p,) — loge ™" = Nlog(1 — p,) + Np, ~
67 T
) o o2
P; Py (5re™)
~N (=g =) g = - S

20A log(1 — ) ~ —x — ””—22 kozelitést alkalmazzuk.
2Figyelembe véve, hogy p, = p.(a) = %e‘“ és o =

2

80
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r 2
(%6?’) n27‘
=N — N R
2 2(r1)2°

Ha alkalmazzuk az aldbbi becslést, ahol felhasznaljuk a 7' = {(n, N) :

N > p@=D/Cr=2]ogn} tartoméany tulajdonsagat, azaz azt, hogy N >
nZr=0/(r=2) Jog n, akkor az alabbi

n2'r

N H)M 2 1
NQT'*;,;W < v N < - — 0
2(r!) 2(r!) 2n2-2 (log n)?=1(r!)?

(n — oo) osszefiiggést kapjuk, ahol felhasznaltuk, hogy e N <1 béarmely
n, N esetén.
Tehat — figyelembe véve a fentieket — fennall, hogy

(1 =p)"

— 0, han,N— o0
ein'r

log

egyenletesen a T tartomanyon, azaz
(1—p)"

= — 1, han,N — o

egyenletesen a T tartoméanyon.
A G vizsgalatahoz sziikségiink lesz a [46]-ban talalhato 1. tételre.
Ha r > 2 esetén és m — oo 1gy, hogy am — oo, akkor kapjuk, hogy

1 (t=may)?
P =)= ———¢ 2m? (14 0(1
(G =)= == =¥ (14 0(1)

egyenletesen a %—hez barmely véges intervallumon.
Itt
, —r
o = Byl = O
1- Dr
és

2 m2 () « (
o, =D"" = — (1—p —
(1—py)?
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Ezért
r) 1 (n—lr—(N—Day)?
G=P(y ,;=n—1Ir)= T g l)e 2v-ne? (14 0(1)).

Egyszerd szamoléassal kapjuk, hogy G ~ 1/4/27(N —l)a ~ 1/+/27n
egyenletesen T-n.
Végezetiil foglalkozzunk a H-val. Mivel a (y valoszintiségi valtozo Poisson
eloszlast kovet, igy -alkalmazva a Stirling-formulat- kapjuk, hogy
n" 1

H = P = nNn) = —ein ~
(v =n) p o

egyenletesen.
Helyettesitsiik az F' a G, illetve a H assziptotikus értékeit a (7.11)-be és
igy megkapjuk (7.10)-t.
0
Ezutan kimondhatjuk az el6z6 7.3. tétel majdnem biztos verzidjat.

7.4. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Turi, [30], Theorem 2.3.) Legyen r > 2,
0 < A1 < Ay < o0 rogzitett, tovabbd tekintsik az aldbbi

k
T, = {(k,K) EN2 Kk <n )\ < T gAQ}

tartomdnyt N2-ben.
Legyen

1 1
Qn(w) = r —0 r(n,N)(w)-
(A2 = A1) logn (k,KZ)eTn g )

Ekkor n — oo esetén
Qn(w) = Ur

P-majdnem minden w € §2 esetén, ahol T olyan valdsziniségi vdltozo, amely-

nek eloszldsa
1 N I AN
P(r=1) = | — “rd 7.12
(r=10) AQ—Al/Al l!(r!) c e (7.12)

alaki, aholl =0,1,....
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Bizonyitas. Legyen (. x = p.(k, K), tovabba k < n esetén legyen g,’jﬁ =
C*+ECF, ahol a ¢* a (7.4)-ben definialt valoszintiségi valtozo. Megmutatjuk,
hogy a Cﬁﬁ kielégiti a 7.2. tétel feltételeit. A Qsjlé és a (j i fliggetlenek k < n
esetén. A 7.1. tételbdl adéddan kapjuk, hogy

2 r—1 k T k
kK n n ,
E (Cn,N - CmN) < cok (N> < Co (Nl—i) < Coﬁ()m) ;
mivel (n, N) € T,. Tehat a d; = c; alkalmas valasztas barmely ¢ pozitiv
konstans estén.
Legyen dpx = #7 minden olyan (k, K) szamparra, amelyre fennall,

hogy A1 <
Ekkor

{K:(k/X2) ™ T K< (k/M) 7T}

Tehat a fenti valasztas lehetséges. Ezért, a 7.2. tételben

Ya-3

1
k r—1

()\2 — /\1) lOg n.

(>\2 A1)

Megjegyezzik, hogy a 7.3. tétel alkalmazhato, mivel a 7.3. tételben sze-
repld tartoméany bévebb, mint ami 7.4. tételben talalhato.
A 7.3. tételt figyelembe véve be kell latnunk, hogy

1
P, ) = 1) =

r—1
b= (A2 lognz Z

k=1 {K:xn<
K

<>\2}

S P(r=1), (7.13)

ahol a 7-t a (7.12)-ben definialtuk.
Az F-re konnyen kapjuk az alabbi kifejezést és a kifejezés végén a tobbletet
mar ki is vonjuk, azaz
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N(w) (/AT KT
P R S Y -a-B
K=1 {k:X\1 < T <X2} K:(n/kﬂﬁ =n
K T

jeléléssel, ahol N(n) = (n/X\)71.
Ezutan tekintsiik az alabbi kozelitéseket. Mivel « = k/K — 0, ha k, K —
oo gy, hogy A\ < ezért e ~ e’ = 1.

Igy
o Oér —a ]_ k " 7]{?/KN 1 k "

Ekkor kapjuk, hogy

1 1 l,—Kpr ~
I Z T et~

{k A< <)\2}
K

1 1 1 E AT 1 E\"
S (h (7)) e (=) ) =

Tgy kapjuk, hogy
1 N(n)

11 1
Ax Yir, O (p,)le 7
T o | 1-1
1 ()\2 )\1) IOgTL K1 Kl (k: )\1< <>\2} K~

11 2 /2\' .
~—— - T et de.
Do — ) 1! /A (M) e

A B-re kapjuk, hogy

7"
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ha n — oo.
Igy, mivel az F és az A hatarértéke megegyezik belattuk (7.13)-at, igy a
bizonyitas teljes.
O
Ezutan azt vizsgaljuk, amikor a hatareloszlds normalis eloszlast kovet.
Ehhez sziikségiink lesz az alabbi eredményre.

7.5. tétel. (Kolchin, Sevastyanov, Chistyakov, [46], Ch.2, Sec.3, Theorem
4.) Legyen az r > 0 régzitett. Ha n, N — oo gy, hogy Np,(a) — oo, akkor
STST])V = 1, ahol a 7y jeloli a sztenderd normdlis eloszldst.

O

A 7.5. tétel majdnem biztos verzidja a kovetkezd.

7.6. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Turi, [30], Theorem 2.4.) Tegyiik fel, hogy
r > 2 rogzitett, 0 < a1, an < 00 €s tekintsik az aldbbi
T, ={(k,K) e N> k <n,ank < K < apk® D/

tartomdnyt.
Legyen

1 1
)+ () = —— Sy
@ (@) logn " %QT k(log s — log oy + (1/2r) log k) K k()

Ekkor n — oo esetén
QU (w) =

P-majdnem minden w € ) esetén.

Bizonyitas. Legyen az r > 2 rogzitett. Legyen (rx = S,(CQ és k < n esetén

Q’fﬁ = Cﬁ/D;T)N, ahol a ¢* a (7.4)-ben definialt valoszintiségi véaltozo. Meg-
mutatjuk, hogy a (Sﬁ kielégiti a 7.2. tétel fiiggetlenségi és a (7.7) feltételét.
A dfﬁ és a (i valoszintségi valtozok k < n esetén nyilvan fliggetlenek.

r > 2 esetén a (7.3) feltételbdl és a 7.1. megjegyzéshbol kovetkezGen fennall

aCNa'e @ < (ij}v)z osszefiiggés valamely C' > 0 konstans esetén.
Ezért a 7.1. tételbdl kovetkezGen kapjuk, hogy

2 k k
E <Cn,N - Q’fz[\?) < COE(OXH +1) < Clﬁ’
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ha (TL, N) c Tn,N-
Ezért a dj, = c% megfelels valasztas barmely ¢ pozitiv konstans esetén.
Legyen

1 1 1
klog s —logay + o logk K-

dpx =

Ekkor kapjuk, hogy

= dk7

| =

Z ko( ~

{K:a1k<K<agk(1+2r)/(2r)}

ezért a D, = logn megfelel§ valasztas.
Ha n, N — oo gy, hogy (n,N) € T, n, akkor Np,(a) — oo. Ekkor
alkalmazhatjuk a 7.5. tételt, igy adodik, hogy

1
logn Z dk;,KMS](J;{ =,
(k, €T,

ha n — oo.
Igy alkalmazhatjuk a 7.2. tételt, amivel a bizonyitas teljes.
O
Ezutan ismertetjiik a kozponti tartomény fogalmét, amelyre a késébbiek-
ben sziikségiink lesz. Ha n, N — oo 1gy, hogy

n
0<a1§N§a2<oo,

ahol a; és ay valamilyen konstansok, akkor azt mondjuk, hogy n, N — oo a
kozponti tartoméanyon.
A tovabbiakhoz sziikségiink lesz az aldbbi eredményre is.

7.7. tétel. (Kolchin, Sevastyanov, Chistyakov, [46], Ch.2, Sec.2, Theorem
4.) Tegyiik fel, hogy 0 < a; < ap < 00. Han, N — oo 1gy, hogy o = £ €
[, as], akkor Sg])\, = .

O
Ezutdn megfogalmazhatjuk a kovetkez6 majdnem biztos eredményt.
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7.8. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Turi, [30], Theorem 2.5.) Legyen azr >0
rogzitett, 0 < ap < ag < 00 €5

1 1
(r) _ ")
Qn (w) (log as — log Oq) logn Z Z L K(Ssk,K(w)'

k<n (K1 <£<as}

Ekkor n — oo esetén
QY (w) =~

P-majdnem minden w € ) esetén.

Bizonyitas. r = 0 esetén a tétel a Fazekas-Chuprunov tétel (lasd [28]).
Vizsgaljuk az r > 1 esetet. Legyen (i x = S,S:;(, tovabba k < n esetén legyen
¢HI0 = /DYy, a (7.4)-ben definialt valoszintségi viltozo. Belatjuk, hogy
a (,(f]’VK) valtozo kielégiti a 7.2. tétel fiiggetlenségi és a (7.7) feltételét.

A (ff;VK) és a (i fuggetlenek, ha k < n. A (7.3) feltételbsl és a 7.1. meg-
jegyzésbdl kovetkezSen fennall a kozponti tartoményon a CN < (]D)ggv)Q

Osszefiiggés, ahol a C' csak az a; és az as-t6l fligg.
Ezért a 7.1. tételbdl kovetkezden kapjuk a kovetkezd

k co k coo k
E(n — B2 <p—m— < 2 < 222
(G = o) ‘CO(ijgv)z ~CN~ C n

Osszefiliggést.
Ezért a dj, = c% véalasztas barmely ¢ allandé esetén megfeleld.
Ezenkiviil az alabbi

1 1

.k k
{K'CTISKSCTQ}

(log ag — log o)

=

valasztas megfelels. Tehat D, = (logas — log ay).
A 7.7. tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy

1 1
(log s — log ay ) logn Z Z Kk s =7

k<n {K:alg%gag}

ha n — oo.
Ha alkalmazzuk a 7.2. tételt, akkor adodik a tétel allitasa.
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Az el6z6 tételben a hatarértéket-tételt az n — oo esetre mondtuk ki ugy,
hogy az 0Osszegzést rogzitett kézponti tartoméanyon végeztiik el. Az alabbi
tétel mar két indexes, azaz n — oo és N — o0o. Az n és az N kozotti kap-
csolat tetszGleges, de feltételezziik, hogy az Osszegzés egy rogzitett kdzponti
tartoményon torténik, tovabba azt is, hogy az (n, N) is ugyanott talalhato.

7.9. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Turi, [30], Theorem 2.6.) Legyen azr >0
rogzitett, 0 < a; < ap < 00 €S

1 1
(r) — —0
Cnn (@) (log ag — log o) logn Z Z KK i)

k<n {K:K<N,a1< <o}

Ekkor, ha n, N — oo gy, hogy oy < % < «q, akkor

n
N

P-majdnem minden w € ) esetén.

Bizonyitas. A Q) és a QS:}V kifejezések kiilonbségére kapjuk, hogy

(r) ) _ 1 L5
Qn (Cd) Qn,N(w) (log ay — log al) logn Z Z kK S/(;}((w)

k<n {K:K>N,a1<£<as}
Tovabbé egyszeri szamolassal adodik, hogy
1 2
Z Z R < c(log ag — log oy )”.
k<n {K:K>N,Q1S%Sa2}

Ezért rogzitett w esetén kapjuk, hogy Qg)(u}) = v, ha n — oo, igy
Qgg\;(W) = v, ha n, N — oo, amivel a bizonyitas teljes.
0
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8. fejezet

Hatarérték-tétel a véletlen
elhelyezések folyamatara

Ebben a fejezetben a véletlen elhelyezést mint folyamatot vizsgaljuk. A vé-
letlen elhelyezés széles korben vizsgalt diszciplina. Olyan szerzék foglalkoztak
a témakorrel mint Weiss |77], Rényi [62] és Békéssy [5], de megemlithetiink
olyan tradicionalis monografiat is mint példaul a Kolchin, Sevast’yanov és
Chistyakov [46] altal fémjelzett md. A témaval kapcsolatban a mai napig je-
lentGs eredmények sziiletnek (példaul Timashev [68] és Chuprunov, Fazekas
18]).

A véletlen elhelyezés folyamata a kovetkezSképpen modellezhets: helyez-
ziink el N dobozban egymés utan, egymastol fiiggetleniil labdékat. A golyok
elhelyezése soran minden dobozba ugyanazon 1/N valosziniiséggel essenek.
Egy rogzitett periodus alatt (példaul ez a rogzitett periodus lehet egy nap)
helyezziink el m darab labdat és ezt a kisérletet ismételjiik n napon keresz-
til. Jelolje p, annak a valoszintiségét, hogy ¢ darab labdanal tobbet nem
helyeziink el az N darab doboz egyikében sem egyetlen napon sem az n nap
soran.

A {6 eredményiink a véletlen elhelyezések folyamataval kapcsolatban a

fejezet 8.2. tétele, amely m,n, N — oo és rogzitett ¢ esetén az %(g’fl) -«

m? 5 () feltételek teljestilése esetén az aldbbi konvergenciat allitja:

€S azZ N

0, ha 0<1<gq,
limp, =< e % ha [=gq,
1, ha [ >gq.

Ezen tétel bizonyitasahoz felhasznaljuk az Avkhadiev-t6l és Chuprunov-tol
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szarmazé (lasd [3], Theorem A és Theorem B) tételeket is (jelen dolgozat-
ban 8.1. és 8.3. tételek). A fejezetben also és fels§ becslést is adunk a p;
valoszintségekre:

<1_%<ZT1>)TLSPZS (1_%0?1)(1_5))”'
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8.1. Hatarérték-tétel a p; valészintiségre

Ebben a részben tehat megadjuk a p; sorozat hatarértékét, amelynek a
bizonyitasahoz felhasznaljuk az aldbbi eredményt.

8.1. tétel. (Avkhadiev, Chuprunov, [3], Theorem 2) Legyen m > 2. Ekkor

fenndll a . N n
plz(l—%) <1—%> (1—mT_1) . (8.1)

m(m—1)

Ha m régzitett és n, N — oo gy, hogy n/N — «, akkor py — e~ 2
Ha2 <q<m-—1, akkor p, — 1, ha n, N — oo gy, hogy n/N < o < co.

osszefliggés.

«

OJ
A kovetkezGkben a fenti tétel egy altalanositasat adjuk meg a kovetkezd
értelemben: a p,, (¢ > 1) valoszintséget hatarozzuk meg abban az esetben,
amikor a labdak szama noévekszik. Eltekintiink attol az esettdl, amikor az
m,n, N egész szamok gy tartanak a végtelenhez, hogy egy olyan ¢ szamot
hataroznak meg, amelyre a p, valoszintiség nem trividlis, de fennall, hogy
limp,—1 =0 és limpgy = 1.
Az el6bbieket figyelembe véve eredményiink a kovetkezd:

8.2. tétel. (Fazekas, Turi, [34], Theorem 1) Legyen q egy rigzitett pozitiv
egész szam. Tegyiik fel, hogy m,n, N — oo gy, hogy teljesiilnek az

n m
— 2
Nq(q+1)_>a (8.2)
€s az )
m
— =0 8.3
L (83)

osszefliggések, ahol o egy pozitiv véges szdm.
Ekkor fenndll, hogy

0, ha 0<I[<gq,
limp, =< e % ha =g, (8.4)
1, ha [>q.

Ezutan rogton kimondhatjuk az alabbi eredményt is.
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8.1. megjegyzés. (Fazekas, Tiri, [34], Remark 1) Fenndll az

) RS (T CA L)

Osszefiiggés minden [ = 1,2,...,m — 1 esetén, ahol ¢ > 0 és ¢ — 0, ha
m — oo, N — oo ugy, hogy m?/N — 0.
A 8.2. tétel bizonyitédsahoz sziikségiink lesz a kovetkezd eredményre is.

8.3. tétel. (Avkhadiev, Chuprunov, [3], Theorem 1)
Tegyiik fel, hogy m > 2 és 1 < q < m — 1. Ekkor fenndll az

e (1- 2 »

osszefiiggés, ahol

dz!

mz 1 d'[27(fo(2))"]

és 2 k
z z

f()—1+1'+§+ . +E

barmely nemnegativ k egész szdm esetén.

O
Ezutan ratérhetiink a 8.2. tétel bizonyitasara.
Bizonyitas. El6szor vizsgaljuk meg a ¢ = 1 esetet, mivel az meglehet&sen
egyszerd és rogton lathato, hogy miért sziikséges a (8.2) feltétel. Ha vessziik
az (8.1) kifejezés logaritmusat, akkor kapjuk, hogy

m—1 .
In py :nZln (1—%) : (8.7)
i=0

Ha alkalmazzuk a In(1 — x) = —x — 22/(2(1 — 9Yx)?) Taylor kifejtést a
¥ €]0, 1] értékkel, akkor kapjuk, hogy

m—1 Z nm 1 . i -2
Inp; = — = — : .
np; n 3 —5 2 ( ) ( ZN) (8.8)
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Hatarérték-tétel a véletlen elhelyezések folyamatara

Az els6 Gsszeadandora (8.8)-ban kapjuk, hogy —n S 7" L=-2(" -

—a. Ha feltessziik, hogy m < N, akkor (8.8)-ban a masodik sszeadandora
kapjuk, hogy

nm—l i 2 i -2

_- - 1— 09—

X (5) ()

_n <1_ﬁ>_2 (m—1)m(2m — 1) _n(m\2m—1 (1_@>—2_>07
2N? N 6 N

ezért fennall, hogy p; — @, ha %(’;) — a.

A v > g esetén a Leibniz formulat felhasznalva kapjuk, hogy

()| ZV: (V) d*l29 | (S ()N
k) dzF

v v—k
dz im0 dz

(7)o Sl

q dzv—1

z=0 2=0

z=0
Ezért

| mllCﬁJﬂmMWﬂ

7 Ni=1\q dzl—a

(8.9)

z=0

Lathato, hogy % = fr—i(2), ahol h < 0 esetén az fj,(z) = 0 definicio-
val éliink.

Ekkor kapjuk, hogy (f,(2))!.=0 = 1 =t°,¢ > 0 esetén.

Belatjuk, hogy t > k > 1 és ¢ > 1 esetén fennall a

d*[(fo(2))']

b = dzk

<tk (8.10)
2=0

Osszefiiggés, ahol ty = t(t —1)...(t =k +1).
A (8.10) egyenldtlenséget indukciéval bizonyitjuk.
A k =1 esetén kapjuk, hogy

d[(fq(2))"]

PR ) g Sy =t D g i (g =

z=0

A Leibniz formulat felhasznalva adodik, hogy
A H(fo(2))T] A Efe(2) T e (2)]

k+1 k
dz 2=0 dz 2=0
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Hatarérték-tétel a véletlen elhelyezések folyamatara
k _
_oy (F) A
B l dz! Z

iy (+) A

l=k+1—¢q

qulf(kfl)('z”z:[) =
=0

=F.
z=0

Felhasznélva az indukcios hipotézist adodik, hogy

k
k
F>t (l) (t—Day >ttt — 1w = )@t

és
k
F <t t— 1)< th = L
<> (Pe-s

A (8.10) fennallasa miatt kapjuk a
Ay _~ 1 (k&
1 > — N -1y =
q!N_kZ:qu (q)< )(k-a)

1R YWV DN =2) (N = (k—q))
(5) >

Nt £ \¢ Nk—a
2%2(5)(1-@:%((1?1)(1—5) (8.11)

Osszefiiggéseket, ahol ¢ > 0 és € — 0, ha m, N — oo ugy, hogy fennall a (8.3)
relacio.

A (8.11)-ben csak azt kell bizonyitani, hogy fennall a kovetkezd Ossze-
fliggés: (Nfl)(N;\Q[L;SNf(k*q)) > 1 —e. Valasszuk k-nak a kovetkezd k =
q,q+1,...,m—1 értékeket. Ekkor

N CEELEES




Hatarérték-tétel a véletlen elhelyezések folyamatara

=la=Mm(1-5)—a]- {(I—N)ln(l—%)—l},

ahol a = m — 1 — ¢q. A fentiekben a maéasodik Osszeadandé trividlis moédon
tart a nullahoz, mig az els6 Osszeadando a (8.3) feltételbdl és az In(1 —a/N)
kifejezés Taylor-sorba fejtésébdl adéddan szintén a nulldhoz tart.

Ezekbdl adodik, hogy a (8.11) sszefiiggés fennall.

A (8.10) ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy

KSR FEO () e

k=q

SEO-H) e

Ezért az ’?—N—nak also- és felsg korlatja —( L), illetve - ( +1)(1 —€)
alakd, ahol € > 0 és ¢ — 0, ha m, N — oo ugy, hogy a (8.3) feltétel fennall.

A (8.6)-bdl adodik, hogy

(- ) on o) < ().

(8.14)

l\gb

ahol € > 0 és ¢ — 0, ha m, N — oo agy, hogy a (8.3) feltétel fennall.
Kovetkezésképpen (8.2)-bol adodik, hogy

—Q

Dg — €

A fentiekben csak a (8.3)-as feltételt hasznaltuk fel (és nem hasznaltuk fel
a (8.2) feltételt), amivel megkaptuk a (8.14)-et. Kovetkezésképpen belattuk
a 8.1. megjegyzést.

Most megvizsgaljuk a p,1 és a p,—1 valoszintiségeket. A (8.5) segitségével

kapjuk, hogy

mivel 2 ( TQ) — 0 (8.2)-bol és (8.3)-bol adodoan. (Itt az as ~ b, jelentése
a kovetkezs: as — bs — 0, ha s — o00).
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Hatarérték-tétel a véletlen elhelyezések folyamatara

Ezenkiviil fennéll, hogy

D1 A (1 — —W(q)> — e * =0,

n

Nag—1 Nag—1
[gy a bizonyitas teljes.

mivel 2 (T;) — 00 68 2 (T;L)/n — 0 (8.2) és (8.3) kovetkezményeként.

O
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9. fejezet

Osszefiiggések a majdnem biztos
hatareloszlas-tételek kozott

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy milyen Osszefliggés all fenn néhany
kiilonb6z6 majdnem biztos hatareloszlas-tétel kozott, természetesen a tel-
jesség igénye nélkiil, azonban toérekedve arra, hogy a fontosabb eredmények
kozotti Osszefiiggések mindenképpen teritékre keriiljenek.

Az 6sszehasonlitasoknal a kiindulépontot a Brosamler-Schatte eredmény
jelenti (ezen fejezetben a 9.1. tétel, illetve [64], [13] ), amelyet Osszevetiink
a Berkes-Csaki tétellel (ezen fejezet 9.2. tétele, illetve [7]), tovabba vizs-
galjuk a Fazekas-Rychlik tételt (a fejezet 9.3. tétele, illetve [32]). A jobb
attekinthetGség kedvéért valamennyi el6bb emlitett tételt felsoroljuk.

Tekintsiik el6szor a Schattetdl és Brosamlertsl szarmazo eredményt, amely
a kovetkezd.

9.1. tétel. (Brosamler [13], Schatte, [6]]) Legyenek &, &, . .. figgetlen, azo-
nos eloszldsu valdszinidségi viltozok, BE, = 0 wvdrhato értékkel, D26, = 1
szordsnégyzettel, legyen S, = & + -+ + &, €s tegyiik fel, hogy fenndll az
E|& %0 < oo dsszefiiggés valamely 6 > 0 esetén.

FEkkor v
1 1 Sy
Pl 1 =I_ — | =& =1 1
<N£%o on N; h-co ( \/E) (w)) 9.1)

barmely x esetén, ahol Ij_o 4 jeloli a | — oo, [ halmaz indikdtorfiggvényét.

O
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Osszefiiggések a majdnem biztos hatareloszlas-tételek kizitt

A Berkes-Csaki-féle majdnem biztos hatéareloszlas-tételt az aldbbiakban
fogalmazzuk meg.??

9.2. tétel. (Berkes, Csdki, [7]) Legyenek &,&, ... figgetlen valdsziniségi
vdltozok, fr : R¥ — R (k= 1,2,...) mérhetd fiigguények és feltessziik, hogy
minden 1 < k < 1 esetén létezik egy fr; : R7™F — R mérhetd figguény gy,
hogy

E(|fi(&r,- - &) = fral€rrrs - &) A1) < Cllog, log, (r/er)) 9

valamely C > 0 és € > 0 estén, tovdbbd (c¢,)n>1 olyan pozitiv, nemcsokkend
sorozat, amelyre fenndll, hogy ¢, — 00 €s cpi1/c, = O(1) és

dy, = log(cri1/cx), Z dj,

Ekkor barmely G eloszldsfiigguény esetén a

lim — Z del(fr(&1, ... &) < x) = G(x)  magdnem biztosan

N—ooo D
k;<N

barmely v € C¢ esetén
€s a

lim —deIPfk E,...,&) <z)=G(x)

N—oo D

barmely v € Cq esetén

allitdsok ekvivalensek, ahol Cg jeloli a G folytonossdgi pontjainak a halmazat.
Az eredmény akkor is érvényben marad, ha a (dy),>1 sorozatot tetszdlegesen
olyan (d}),>1 sorozattal helyettesitjik, amelyre fenndll, hogy 0 < dj < dj, és

2 dj =
O

22 A Berkes és Csaki altal publikalt cikkben [7] t6bb majdnem biztos hatareloszlas-tétel
szerepel, mi azonban csak az itt ismertetésre keriil6t vizsgaljuk terjedelmi okok miatt
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Osszefiiggések a majdnem biztos hatareloszlas-tételek kizitt

A Berkes-Cséki eredmény altaldnositasa a Fazekas-Rychlik majdnem biz-
tos hatéareloszlas-tétel, amely a kovetkezd.

9.3. tétel. (Fazekas, Rychlik, [32], Theorem 1.1) Jeldljik 6,-szel az x pont-
ra koncentrdlt eloszldst, legyen tovdbbd e az & valosziniségi vdltozo eloszldsa.
Legyen (M, p) egy teljes, szepardbilis metrikus tér és &,, n € N egy M-beli
valdszintségi vdltozo sorozat. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan C' > 0, € > 0
valds szamok és eqy (c,)n>1 pozitiv tagi, monoton névekvd sorozat gy, hogy
lim,, o ¢ = 00 €5 Cpi1/cn = O(1).

Tegyiik fel tovabba, hogy léteznek olyan &, k,l € N, k <1, M-értéki va-
losziniségi vdltozok ugy, hogy a & €s a &, valdsziniségi vdaltozok fiiggetlenek,
ha k <1, és fennall az aldabbi

E(p(&ri.&)) < Clog, log, (c/ex)) ) (9.2)

osszefliggés k < 1 esetén, ahol B > 0.
Legyen tovdbbd a (di)k>1 olyan sorozat, hogy 0 < dj < log(cry1/ck) €s

tegyiik fel, hogy > -, d, = co. Legyen D,, =, _, d.
Ekkor barmely, az M Borel-szigma algebrdjan értelmezett p eloszlds esetén
a kovetkezd két dallitds

1 n
oo Z dide,(w) = 1, han — oo (9.3)

" k=1

majdnem biztosan, illetve

1 n
oo g difte, = [, han — oo (9.4)
" k=1

ekvivalens.

9.1. megjegyzés. A (9.2) feltétel helyettesithetd a

Ep(&es, &) < C (%)ﬁ (9.5)

a

feltétellel.
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Osszefiiggések a majdnem biztos hatareloszlas-tételek kizitt

9.1. Kapcsolatok a majdnem biztos hatareloszlas-
tételek kozott

A fentebb Osszegytjtott majdnem biztos hatéareloszlas-tételek kozott az
alabbiakban megvizsgéaljuk a koztiik fennallo kapcsolatokat. Megmutatjuk,
hogy a Schatte-Brosamler eredmény hogyan kovetkezik a késébbi tételekbdl,
igy tulajdonképpen a Schatte-Brosamler tételnek egy 14j bizonyitasat adjuk.

A Fazekas-Rychlik tételbsl (9.3. tétel) adodik a 9.2. tétel (Berkes-Csaki-
tétel), ugyanis, ha a 9.3. tételben az M = R valasztéassal éliink és 7y, 1., . ..
fiiggetlen R-beli valoszintiségi valtozok, tovabba a 9.3. tételben a &-et és a
Epet a & = film,...,m) és &y = fra(Mk+1,- ... m) k <l mdédon valasztjuk,
akkor megkapjuk a 9.2. tételt azaz a Berkes-Cséaki tételt.

Ezutan belatjuk, hogy a 9.3. tételbdl kovetkezik a 9.1. tétel.

A kovetkez6 Stolz-tol szarmazo eredményre sziikségiink lesz a tovabbiak-
hoz.

9.1. lemma. (Stolz, [48]) Legyen (an)n>1 €s (by)n>1 két valds sorozat és te-
gytik fel, hogy a (bp)n>1 szigorian monoton névekvd vagy szigorian monoton
csokkend divergens sorozat, tovabbd tegyiik fel, hogy létezik az aldbbi

hatdarérték.
FEkkor a

hatdréerték is létezik és a fenti hatdrértékkel, azaz A-val egyezik meg.

OJ

Ezutan megfogalmazhatjuk a kovetkezé allitast, amely kimondja, hogy a

9.3. tételbdl kovetkezik a 9.1. tétel, azonban a kiindulési Brosamler-Schatte

tételnél tobb is allithato, hiszen nem kell feltenni a E|&; |>F° < oo &sszefiiggést
(valamely 6 > 0 estén), az elhagyhato.
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Osszefiiggések a majdnem biztos hatareloszlas-tételek kizitt

9.4. tétel. Legyenek &1,&s, ... fliggetlen, azonos eloszldsu valdsziniségi vdl-
tozok B = 0 vdrhatd értékkel és D?¢; = 1 szordsnégyzettel. Legyen tovdbbd
Sp=&++&.

Ekkor fenndll az aldbbi

N
) 1 1 S
P (]\}li;%o log N ];1: EH]—OO,:C[ (ﬁ) = @(ZE)) =1 (96>

magjdnem biztos konvergencia barmely x esetén, ahol I)_s 41 jeloli a | — oo, x|
halmaz indikdtorfiigguényét.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy ha a fenti tétel feltételei fennéllnak, ak-
kor felhasznalva a 9.3. tételt, azaz a Fazekas-Rychlik tételt a fenti tételben
szerepld (9.6) konvergencia is igaz.

Jelolje S, (n € N) a &, &, ... valoszintiségi valtozok részletosszegeit.
Legyen (; = S—’; és Cpy = &*Ll’%l Ekkor a (; és a (i; valosziniségi

valtozok fiiggetlenek, azaz teljesiil a Fazekas-Rychlik tételben szerepld fiig-
getlenségi feltétel.

Ezutdn megmutatjuk, hogy a 9.3. tétel utan szerepls 9.1. megjegyzés
(9.5) feltétele is fennall a § = 1/2 konstanssal, amelyet az alabbi szamolas
mutat:

G+ +&

Vi

Ep(Gu,G) = p (S8 St P8

G+--+&\ 1 _ . Vk
S\/E(T) < jkEff—Wa

azaz a ¢, = n valasztas megfelel6 a Fazekas-Rychlik tételbeli ¢,, sorozatra.

Legyen F,,(z) =P (\5}—% < a:) Ekkor a centralis hatéreloszlas-tételbsl ado-

dik, hogy F,(x) — ®(x), ahol ®-vel jeloltiik a sztenderd normaélis eloszlas
eloszlasfiiggvényét

A loén Sorei tFu(z) = ®(x), (n — o0) kifejezés konvergenciaja kovetkezik
a Stolz-lemmabdl, ha az alabbi

"1
a, = Z EFk<x>’ b, = logn
k=1

vélasztéssal élink.
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Osszefiiggések a majdnem biztos hatareloszlas-tételek kizitt

Ekkor
1
Apy1 — Qp = n—HFnH(ﬂv)
és
bpi1 — b, =log(n + 1) — logn.
Igy
n+1 7;:11( ) _ n+1($)n+1 — (I)(ZE),
log *= log (14 %)
ha n — oo, ezért
i —— 3 1R0) = ()
im I (z) = ®(x
n—oo logn kE ’

k=1
ha n — oo.
Ezért kapjuk, hogy

lim ! ilﬂ S = d(z)
N-oo log N &=k oo\ Vi)

majdnem biztosan, amivel a bizonyitas teljes.
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10. fejezet

Summary

This Ph.D. dissertation contains new results in the field of limit theorems
(mainly almost sure limit theorems) of probability theory.

In the first part of the dissertation we review the previous results and pre-
sent the structure of this dissertation. We mention the first results obtained
by Brosamler and independently by Schatte (see Brosamler [13] and Schat-
te [64]). They proved the following statement: suppose that E|¢;[*T < oo
(6 > 0), where &,&,... are independent, identically distributed random
variables and S, = & + -+ 4+ &,.

Then N
1 1 Sh
NN _]I—ooz = o )
v A(57) e

almost surely. Here Ij_ [ denotes the indicator function of the set | — oo, x|
and ® denotes the standard normal distribution function.

In the second chapter we show some new almost sure limit theorems in
LP(]0,1]), where 1 < p < oo (Turi, [74]).

First we study the

k<[tn

& (10.1)
]

process, where &1, &, ... are independent, identically distributed real random
variables, Sy = & + -+ + &,k > 1, Sy = 0, E§; = 0 and D?¢; = 0. Here |/]
denotes the integer part.
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Summary

We can state an almost sure theorem below:
In the space LP(]0, 1]) the convergence

1 1
-0 = L,
logn kz:; ke T HW

is valid for almost every w € 2, where 9, is the point mass at z and W is
the standard Wiener process and Yj(t,w) = Y (t) is defined in (10.1).
In this chapter we study the empirical-process

Zu(t) = 7= 3 (Toa () 1), (102)

where the U; (i = 1,2,...) are independent random variables with uniform
distribution on the interval [0, 1].

The almost sure limit theorem for the empirical process is below.

In the space LP(]0, 1]) convergence

1 &1
—0 = 1B,
logn kz:; O %nee) T HE

is valid for almost every w € (), where B is the Brownian bridge and
Z(t,w) = Zi(t) is defined in (10.2).

In Chapter 3 we investigate the multi-indexed process for fields.

Let Xy, k € N? be a multiindex sequence of independent, identically dist-
ributed random variables having zero mean and unit variance.

Let

Ya(t) = —— Z Xk (10.3)

where t € [0,1]? and n € N%.
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Summary

Here is the almost sure Donsker theorem for fields: Let 1 < p < oco. Let
Ya(t,w) = Yiu(t).
Then

:>
rlogn| Z < |k il Hw

in LP([0,1]%), as n — oo for almost every w € €, where W is the standard
d-parameter Wiener process.
Consider the multidimensional empirical process

Za(t) = I{U; <t} — |t 10.4
\/—;{ F =1, (10.4)

where n € N? and U}, i € N are independent random vectors having uniform
distribution on [0, 1]¢.

We present the almost sure limit theorem for empirical process for fields,
too: Let 1 < p < co. Let Zy(t,w) = Zu(t).

Then

:>
|1ogn| Z < Tk o 1o

in L7([0,1]%), as n — oo for almost every w € 2, where B is the d-parameter
Brownian process.

In Chapter 4 we investigate some integral versions of almost sure limit
theorems.

In the first case the limit distribution will be the Poisson distribution,
while the Gaussian distribution in the second case.

First we investigate the

[t]

= Z I 17(&), (10.5)

process, where &;, ¢ € R are independent random variables uniformly distri-
buted on [0,1]. In this case we prove an almost sure limit theorem, where
the limit distribution is Poisson:
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Summary

Let f(t),t <1 be a positive function such that
1)

B

is increasing for some 8 > 0. Let £(¢) = €' (f(t)),1 < t.
Then

1 /T 5o At
lOg(T) ) E(t,w) n lu’ﬂ'

for almost all w € 2, where p, denotes the distribution of 7.
In the second case we mention the process

V(/{®))
(f(0)7*

where V(t),t > 0 is a centered homogeneous, infinitely divisible, random
process with independent increments and with finite variance, furthermore
its characteristic function is

SOV(t) (ZE) —E (6ixV(t))

= exp <t /_OO (e —1— i:cy)%df((y)) ,

(e 9]

£(t) =

x € R, where K(y) is an increasing bounded function such that K(—oo) = 0.
Then

1 T dt
—_ OV(f(t)w) — K if T
log(T) /1 V(f;()t,> ) ; — ./\/(O, (OO)) 1 — 00

almost surely.
Let 7(t),0 <t be the standard Poisson process (i.e. En(t) = t). Then

! / ) a 5 N(0,1), haT — oo
T (f(t),w)—f(t) y L)y
lOg(j ) 1 Vf(t) 14

for almost all w € €.
Let W (t) be the standard Wiener process. We have

! /T5 dtiuv(o 1), haT —
— W) w) yd), a oo
log(T) )y “vim ¢
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Summary

for almost all w € €.

Let U(t) be the Ornstein-Uhlenbeck process. Then U(t) has the repre-
sentation U(t) = Ce™™/2W (e™), t > 0, where C,m > 0 and W(t) is the
standard Wiener process. Let f(¢) = e™. Since @ = %, 1 <t is an
increasing function by (b), we have

;/T(S @LU\/'(OC’Q) ha T — oo
lOg(T) ) U(t,w)t ) )

for almost all w € Q.

In Chapter 5 we deal with the sum of independent identically distributions
random variables we shall prove an inequality for their moments.

Let B be a real separable Banach space with norm ||.||. We suppose that
B is equipped with its Borel o-fields B.

Our main result is the following:

Let &1,&, ... be independent identically distributed B-valued random va-
riables, S, = & + -+ &,,n = 1,2,.... Let ay,as,... be an increasing
sequence of positive real numbers. Let a €]0, 2] be fixed. Assume that

G — Omleatm pom=1,2,... (10.6)
Ap

where 7, is a sequence of nonnegative numbers with lim,,_,, 7, = 0. Assume
that for any 5 €]0, af

E||&[” < co. (10.7)

Let (ai,)n>1 be a subsequence of (a,),>1 so that for some ¢ < oo, q, <
ca;,_,,n=1,2,.... Let by, by, ... be a B-valued sequence. Assume that

(Sl" - b,n> (10.8)
ai, n>1

is stochastically bounded. Then, for any 5 €]0, af

B

Su_y

< co. 10.9
o 00 (10.9)

sup E

In this Chapter we prove an almost sure limit theorem, too. Here the limit
distribution is a p-stable distribution.
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In Chapter 6 we study a coin tossing experiment. Let the underlying
random variables be &;,&,.... We assume that &,&, ... are independent
and identically distributed with P(§; = 1) = p,P(§;, =0) = ¢ =1—p. Le.
we write 1 for a head and 0 for a tail. In Chapter 6 we study pure runs, i.e.
runs containing only head or containing only tails. We prove limit theorems
for the longest run. Our theorems 6.6-6.9 versions of theorems 1-4 in Foldes
[35]. These are limit theorems for a fair coin. We consider the case of a
biased coin in theorems 6.10 and 6.11. In this Chapter we obtain an almost
sure limit theorem for longest run (Theorem 6.12.).

In Chapter 7 we deal with random allocations.

Let £,&;,7 € N be independent random variables uniformly distributed on
[0,1]. Let N € N. Consider the subdivision of the interval [0, 1] into the
subintervals A; = Ay, = [%, %[, 1<i<N.

We consider the intervals A;,7 = 1,..., N, as a row of boxes. Random
variables £, 7 = 1,2, ..., are realizations of {. FEach realization of ¢ is treated
as a random allocation of a ball into one of the NV boxes. The event §; € A;
means that the jth ball falls into the ith box. Let n € N, Ay = {1,2,...,n}.

N
/Lr(nv N) = Z Z H H{ijAi} H H{§i¢Ai} (10'1())

i=1 |Al=r,ACA(y jEA JEA@)\A

is the number of boxes containing r balls and NC" -k (1 — %)n_r is its ex-
pectation. Here C7 = (") is the binomial coefficient and I is the indicator
of the event B.

For n, N € N we will use the notation @ = % and p,(a) = (o /r!)e*.

N
We shall use the notations

DYy = VD2 (n, N) = v/eov (i (n, N), pip(n, N))

and

g _ wr(n, N) — Ep,.(n, N)
n,N D(r)
n,N

is the standardized variable, where (n, N) € N2.
We use the notation Ay ={k+1,...,n},k=0,1,...,n -1
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Let

N
anCn,sz Z H]I{gjeAi} H Lie,gniy—

=1 |A|:T‘,A§A<0> JEA ]EA(())\A

1 n—r
—-NC7 1—— .
(1)

We see that ¢, = p,.(n, N) — Eu,.(n, N). We have

= Z Z <7h'A - Eﬁm);

=1 |A|=r,ACA )

where

Nia = HH{EjGAi} H Ligenny

JEA A(O)\A

is the indicator of the event that the ith box contains the balls with indices
in the set A (and it does not contain any other ball). Let F}* be the o algebra

generated by &xi1,...,&,.

We will use the following conditional expectaiton nffl) = E(n;a|Fur) and

¢t = ¢ty = B Fin) = Z Z () —En®)) = (10.11)

al 1 1
Z Z N’F*|AOA(k)| - N

i=1 |A|=r,ACA )
1 1 1 n—r
NT N '

H H{&jEAi} H I[{fjéAi} -
JEANA(y,) JEAR\A

The following inequality will play an important role in the proofs of our

theorems:

Let 0 < k <n,0 <r <nand N fixed. Then we have
i 1 n+k 1 n—r
E . 2 < r—1 1— — r 1 - —
(Cn — ()" < cka ( N) o + ( N)
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Summary

where ¢ < 0o does not depend on n, N and k& but may depend on r.

First consider the almost sure limit theorem below. Here the limit distri-
bution will be a mixture of the accompanying laws:

Let r > 2,0 < \; < Ay < 0 be fixed. Let T,, be the following domain in
NQ

k
Tn:{(k,K)GNQ;kSn,Alg T gAQ}.

Let

1 1
n - —15 (n w)-
Qn) (A2 — Ap)logn Z f2- )

(k,K)ET),
Then, as n — o0,
@n(w) = pr

for almost all w € €2, where 7 is a random variable with distribution

1 A2 1 " l o
P(r = 1) = (L) e %a
T=0=%"N /A Il (M) e raL,

where [ =0,1,....
Furthermore, we can state:
Let r > 2 be fixed, 0 < a1, as < 0o and

T,={(k,K) e N* . k <n,ank < K < apk® /@01
Let

1 1
M+ () = —— Oolr) (1
Q7 (@) logn " %QT k(log a — log oy + (1/2r) log k) K Sk(®)

Then, as n — 0o, we have
QY (w) = 7
for almost every w € {2 and here v denotes the standard normal distribution.
Now we consider the almost sure limit theorems for random allocations in
the central domain. If n, N — oo so that

n
0<a1§N§o¢2<oo,

where a1 and as are some constants, then n, N — oo in a central domain.
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Let r» > 0 be fixed, 0 < oy < ay < 0o and

1 1
(T) - _5 T .
Q' () (log ag — log ay) logn Z Z LK Sik@)

k<n {K:a1§§§ag}

Then, as n — oo, we have
QY (w) =

for almost every w € €.

In the above theorem the limit was considered for n — oo (and the indices
of the summands were in a fixed central domain). The following theorem is
a two-index limit theorem, i.e. n — oo and N — oo. The relation of n and
N could be arbitrary, however, as the indices of summands are in a fixed
central domain, we assume that (n, N) is considered in central domain.

Let » > 0 be fixed, 0 < a1 < ap < oo and

1 1
() — _55(7“)
Cnn () (log ag — log avy) logn Z Z kK e (90):

k<n {K:K<N,a1<£<as}

Then, as n, N — 00, so that a; < £ < ay, we have

n
N

~

QU (w) =7

for almost every w € €.

In Chapter 8 we presentation some random allocation with fix period.

Let balls be placed successively and independently into N boxes. At each
allocation the ball can fall into each box with probability % During a fixed
period (for a day, say) we allocate m balls. We execute an experiment series
of n days. Let p, denote the probability that we do not place more than ¢
balls into any of the N boxes during any of the n days.

Let ¢ be a fixed positive integer. Assume that m,n, N — oo so that

n m
~ (q N 1) —a (10.13)

where « is a positive finite number and

— — 0. 10.14
> - (10.14)

111



Summary

Then
0 ha 0<1l<gq,
limp; =< e ® ha [=q, (10.15)
1 ha [>gq.

We can state the result below too.

(1—%(ZT1>>ngplg (1_%(#”:1)(1_5))” (10.16)

for il =1,2,...,m—1 wheree > 0and ¢ — 0if m — oo and N — oo so
that m?/N — 0.

In the last chapter we prove that the Fazekas-Rychlik result [32] imply
the theorem Brosamler and Schatte [13], [64]. Moreover, we show relations
between the old and the new results.
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