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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozatban – a 8. fejezetet kivéve – majdnem biztos határeloszlás-
tételeket állítunk és bizonyítunk bizonyos, a dolgozatban ismertetésre kerülő
valószínűségi változók sorozatára, illetve folyamatokra.

A majdnem biztos határeloszlás-tétel témaköre – általásnosan tekintve a
kérdéskört – azt vizsgálja, hogy ha adottak a bizonyos feltételeket teljesí-
tő ξ1, ξ2, . . . valószínűségi változók, akkor mely feltételek fennállása esetén
teljesül a

1

DN

N∑
n=1

dnδξn(ω) ⇒ µξ (1.1)

konvergencia1 P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol (Ω,A,P) a háttérben
álló valószínűségi mezőt2, δξ az egy pontra koncentrált eloszlást, µξ pedig a
megfelelő határeloszlást jelöli.

Természetesen az (1.1) konvergencia nem mindig áll fenn: ha ξ1, ξ2, . . . füg-
getlen, azonos eloszlású valószínűségi változók úgy, hogy Eξ1 = 0 és D2ξ1 = 1
és Sn = ξ1 + · · ·+ ξn, akkor igaz a következő

1A dolgozat jelentős részében – néhány kivételtől eltekintve – a ⇒ szimbólummal je-
löljök a gyenge konvergenciát, azaz azt, amikor a µ és a µn eloszlások esetén fennáll a∫
fdµn →

∫
fdµ, ha n → ∞ konvergencia minden korlátos és folytonos f : R → R függ-

vényre.
2A dolgozatban feltételezzük, hogy a háttérben a (Ω,A,P) valószínűségi mező szerepel,

akkor is, ha ezt nem mindig jelezzük külön az adott tételnél vagy leírásnál.
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Bevezetés

P

(
lim
N→∞

sup
−∞<x<∞

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

1

N
I]∞,x](Sn/

√
n)− φ(x)

∣∣∣∣∣ = 0

)
= 0 (1.2)

összefüggés3 (Schatte, [64]), azaz a

N∑
n=1

1

N
I]∞,x](Sn/

√
n) (1.3)

aritmetikai középre nem teljesül a majdnem biztos határeloszlás-tétel (itt
dn = 1/N és 1/DN = 1).

Azonban Brosamler [13] és Schatte [64] 1988-ban egymástól függetlenül
megmutatták,4 hogy igaz a következő

lim
N→∞

1

logN

N∑
n=1

1

n
I]−∞,x[

(
Sn√
n

)
= Φ(x)

összefüggés majdnem biztosan5 minden x ∈ R esetén, ahol Sn jelöli a ξ1, ξ2, . . .
független, azonos eloszlású valószínűségi változók részletösszegeit, azaz Sn =
ξ1 + · · · + ξn, továbbá Eξ1 = 0, Dξ21 = 1 és feltételezzük, hogy E|ξ1|2+δ < ∞,
ahol I]−∞,x[ jelöli a ]−∞, x[ halmaz indikátorfüggvényét, továbbá Φ a szten-
derd normális eloszlásfüggvényt.

Azaz, ha a (1.1) összefüggést tekintjük, akkor DN = logN és a dn =
1/n megfelelő választást biztosítanak, természetesen a valószínűségi változó
sorozatra leírt feltételekkel együtt6.

3Itt, illetve még néhány esetben a δSn/
√
n(]∞, x]) jelölés helyett a Schatte cikkben

szereplő I]∞,x](Sn/
√
n) szimbolikával éltünk.

4A két szerző eredménye annyiban különbözik egymástól, hogy Brosamler a (2 + δ)-ik
(δ > 0) momentumok végességét tételezte fel, míg Schatte a 3. momentumok végességéből
indult ki, azaz nála δ = 1 volt.

5Amikor a dolgozatban a "majdnem mindenütti konvergencia" vagy a "majdnem biztos
konvergencia" kifejezést használjuk, akkor – ha csak mást nem mondunk – a háttérben
álló (Ω,A,P) valószínűségi mező P valószínűségi mértéke szerint értjük a majdnem biztos
(majdnem mindenütti) konvergenciát, esetenként a "P-majdnem minden ω ∈ Ω" vagy a
"P-majdnem biztosan" jelölés helyett csak a "majdnem minden ω ∈ Ω" vagy egyszerűen
csak a "majdnem mindenütt", illetve a "majdnem biztosan" kifejezést használjuk.

6Az értekezésben log jelöli a természetes alapú logaritmust, azaz ln-t.
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Bevezetés

Ha a konvergenciafajtákat az alábbi sémákba foglaljuk, akkor látható,

hogy az általunk vizsgált majdnem biztos határeloszlás-tételek hogyan állnak
elő a különböző konvergenciafajták felhasználásával.

Brosamler, illetve Schatte eredményeinek ismertté válása után egyre több
eredmény született a témakörrel kapcsolatban.

Major Péter [50], [51] eredményei a majdnem biztos határeloszlás-tételek
mélyebb alapjaira és összefüggéseire világítottak rá.

Fontos mérföldkő volt a Berkes István és Csáki Endre által publikált ered-
mény [7]. A cikkben7 Berkes és Csáki belátta, hogy ha ξ1, ξ2, . . . független
valószínűségi változók, fk : Rk → R (k = 1, 2, . . . ) mérhető függvények és fel-
tesszük, hogy minden 1 ≤ k < l esetén létezik egy fk,l : Rl−k → R mérhető
függvény úgy, hogy

E(|fl(ξ1, . . . , ξl)− fk,l(ξk+1, . . . , ξl)| ∧ 1) ≤ C(log+ log+(cl/ck))
−(1+ε)

valamely C > 0 és ε > 0 estén, továbbá (cn)n≥1 olyan pozitív, nemcsökkenő
sorozat, amelyre fennáll, hogy cn →∞, cn+1/cn = O(1) és

dk = log(ck+1/ck), Dn =
∑
k≤n

dk,

akkor bármely G eloszlásfüggvény esetén a

lim
N→∞

1

DN

∑
k≤N

dkI(fk(ξ1, . . . , ξk) < x) = G(x) majdnem biztosan

7A cikkben több fontos tétel található a témakörrel kapcsolatban, azonban terjedelmi
korlátok miatt csak a fenti tételt idézzük.
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Bevezetés

bármely x ∈ CG esetén és a

lim
N→∞

1

DN

∑
k≤N

dkP(fk(ξ1, . . . , ξk) < x) = G(x)

bármely x ∈ CG esetén állítások ekvivalensek, ahol CG jelöli a G folytonossági
pontjainak a halmazát. Az eredmény akkor is érvényben marad, ha a (dn)n≥1
sorozatot tetszőlegesen olyan (d∗n)n≥1 sorozattal helyettesítjük, amelyre fenn-
áll, hogy 0 ≤ d∗k ≤ dk minden k ∈ N esetén és

∑
d∗k =∞.

A Berkes-Csáki publikációban az ismertetésre kerülő tételeknek több al-
kalmazása is bemutatásra kerül (például a részletösszegek, a szélsőértékek, az
empirikus eloszlásfüggvény, a visszatérési idők, illetve a Darling-Erdős tipusú
határérték tételek majdnem biztos verziói).

A következő fontos és ezen értekezésben felhasznált eredmény a Fazekas-
Rychlik publikáció [32]. A szerzők az általános fázisterű esetet vizsgálják:
felteszik a fázistérről, hogy teljes szeparábilis metrikus tér. Cikkük általá-
nosítása az [7] eredménynek. Megjegyezzük, hogy bár a [32] publikációban
szereplő eredmény formálisan hasonló a Berkes-Csáki cikkben leírtakhoz – a
bizonyítása is a [7]-ben alkalmazott technikát követi – felhasználhatósága az
alkalmazásokban – köszönhetően az általánosításnak – rendkívül sokoldalú
(lásd például a [74], [73] eredményeket vagy ezen dolgozat 2. fejezetét).

Az előbb említett [32] eredmény jelen dolgozat 2. fejezetében kerül fel-
használásra, ahol az Lp(]0, 1[), 1 ≤ p < ∞ térben vizsgálunk és bizonyí-
tunk majdnem biztos funkcionális határeloszlás tételeket8(itt természetesen
kihasználjuk, hogy az Lp(]0, 1[), 1 ≤ p <∞ teljes, szeparábilis metrikus tér).

Tekintsük a
Yn(t) =

1

σ
√
n
S[nt]

és a

Zn(t) =
1√
n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

folyamatokat9, ahol az Ui-k (i = 1, 2, . . . ) független, a [0, 1] intervallumon
8A dolgozatban a "majdnem biztos funkcionális határeloszlás tétel" helyett általában

csak röviden a "majdnem biztos határeloszlás tétel" kifejezést használjuk.
9A dolgozat során a folyamatoknál általában külön nem jelezzük a véletlentől való

függésüket, azaz eltekintünk az Xn(t, ω) (ω ∈ Ω, ahol (Ω,A, P) a háttérben álló valószínű-
ségi mező), írásmódtól, helyette az esetek nagy részében az Xn(t) egyszerűsített jelöléssel
élünk.
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Bevezetés

egyenletes eloszlású valószínűségi változók.
Az Yn(t) sztenderd Wiener-folyamathoz, illetve a Zn(t) Brown-hídhoz va-

ló konvergenciájáról bizonyítunk majdnem biztos határeloszlás-tételt (majd-
nem biztos Donsker-tétel10, illetve hasonló eredmény az empirikus folyamat-
ra).

A majdnem biztos határeloszlás-tételek egy további általánosítását jelenti
Fazekas és Rychlik mezőkre vonatkozó eredménye [33]: a szerzők mezőkre ál-
talánosítják a [32]-beli eredményeket. Megjegyzendő, hogy a [33]-ben foglalt
eredmény korántsem triviális következménye a [32]-ben foglaltaknak, hiszen
a majdnem biztos konvergencia nem metrizálható.

A fentebb említett [33]-beli eredmény ezen dolgozatnak a 3. fejezetében
kerül alkalmazásra, ahol mezők esetén vizsgáljuk konvergenciát (Túri, [72])
az Lp([0, 1]d), 1 ≤ p <∞ térben az

Yn(t) =
1√
|n|

S[nt], ha t ∈ [0, 1]d,

illetve a

Zn(t) =
1√
|n|

∑
i≤n

(I{Ui ≤ t} − |t|), ha t ∈ [0, 1]d

folyamatok konvergenciáival kapcsolatban, ahol a d, h ∈ N rögzítettek, to-
vábbá az Ui, i ∈ Nh független, egyenletes eloszlású valószínűségi változók a
[0, 1]d-n.

Belátjuk, hogy az Yn(t) és a Zn(t) folyamatok esetén is fennáll a majd-
nem biztos határeloszlás-tétel: a Yn(t) esetén a határeloszlás a sztenderd d-
paraméterűWiener-folyamat, míg a Zn(t) esetén a határeloszlás a d-dimenziós
Brown-híd. Eredményeink bizonyításánál felhasználásra kerül Ivanov [44]
eredménye.

Megjegyezzük, hogy a 2. fejezetben leírtak következnek a 3. fejezetben
ismertetésre került tételekből, azonban az időrendet tekintve a kutatás során
először a 2. fejezet eredményei adódtak (Túri [74], [73]), majd a további
vizsgálódások után születettek meg a mezőkre vonatkozó, a 3. fejezetben
ismertetésre kerülő eredmények (Túri [72]).

10Monroe D. Donsker nevéhez fűződik a központi határoloszlás-tétel funkcionális alakjá-
nak bevezetése, illetve bizonyítása [21], amelyre Donsker-féle invariancia törvényként vagy
funkcionális határeloszlás-tételként is szoktak hivatkozni.
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Az 4. fejezetben majdnem biztos határeloszlástételek integrál alakú ver-
ziói kerülnek bemutatásra, ahol a határfolyamat Poisson-, illetve normális
eloszlást követ. A tételek Túri [71]-ben megjelent publikációján alapulnak.

A 4. fejezetben először a

ξ′(t) =

[t]∑
i=1

I[0, 1t ](ξi)

folyamatot vizsgáljuk, illetve annak transzformáltjával kapcsolatban mon-
dunk ki majdnem biztos határeloszlás-tételt, ahol a ξi, i ∈ N független,
egyenletes eloszlású valószínűségi változók a [0, 1] intervallumon. Belátjuk,
hogy ha az f(t), t ≥ 1 olyan függvény, amelyre teljesül, hogy az

f(t)

tβ

módon definiált függvény monoton növekvő valamely β > 0 esetén és a ξ(t)
folyamatot a ξ(t) = ξ′(f(t)), 1 ≤ t módon határozzuk meg, akkor fennáll a

1

log(T )

∫ T

1

δξ(t,ω)
dt

t

w−→ µπ, ha T →∞

konvergencia majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol π-vel jelöltük a sztenderd
(azaz Eπ = 1) Poisson valószínűségi változót, illetőleg µπ-vel jelöltük annak
eloszlását.11

A 4. fejezet második részében definiáljuk a

V (f(t))

(f(t))1/2
, ha 0 ≤ t

folyamatot, ahol a V (t) egy centrált, homogén, független növekményű, véges
varianciájú folyamat, az f függvény pedig ugyanazon tulajdonságú, mint
fent.

Belátjuk, hogy ekkor fennáll az

1

log(T )

∫ T

1

δV (f(t),ω)√
f(t)

dt

t

w−→ N (0, K(∞)), ha T →∞

konvergencia majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol K(t) a Kolmogorov-
reprezentációban szereplő monoton növekvő, korlátos függvény úgy, hogy

11A dolgozatban esetenként µξ-vel jelöljük a ξ valószínűségi változó eloszlását.
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K(−∞) = 0, továbbá N (0, K(∞))-nel jelöltük a 0 várható értékű és K(∞)
szórásnégyzetű normális eloszlást.

A 5. fejezetben az alábbi

ξ(t) =
V (f(t))

A(t)
−B(t), 0 < t <∞

folyamatra bizonyítunk majdnem biztos határeloszlástételt (a dolgozatban
lásd az 5.2. tételt), ahol az f : [0,∞[→ [0,∞[ rögzített, szigorúan mono-
ton növekvő függvény, az A : [0,∞[→]0,∞[ szintén rögzített függvény, míg
a B(t) függvényt úgy választjuk meg, hogy az ξ(t) folyamat karakterisztikus
függvényére bizonyos – később részletezendő – tulajdonságok teljesüljenek, a
V (t), t ≥ 0 pedig egy független, stacionárius növekményű folyamat.

Ekkor fennáll az alábbi

1

log(T )

∫ T

1

δξ(t,ω)
dt

t

w−→ µZ , ha T →∞

konvergencia majdnem biztosan, ahol a Z egy p-stabilis valószínűségi változót
jelöl.

Annak bizonyításához, hogy fennáll a fenti majdnem biztos határeloszlás-
tétel szükségünk lesz a fejezetben ismertetésre kerülő 5.1 .tételre is. A szóban
forgó tétel kimondja, hogy ha adott az ξ1, ξ2, . . . Banach-térbeli független,
azonos eloszlású valószínűségi változó sorozat és létezik olyan (an)n≥1 mono-
ton növekvő, pozitív, valós sorozat, amelyre α ∈]0, 2[ esetén fennáll, hogy

anm
an
≤ Cm

1
α
+τn n,m = 1, 2, . . .

valamely (τn)n≥1 egy nemnegatív egész számokból álló sorozat esetén úgy,
hogy limn→∞ τn = 0, továbbá fennáll az

E‖ξn‖β <∞

összefüggés bármely β ∈]0, α[ esetén és az(
Sln
aln
− bln

)
n≥1

,

azaz a valószínűségi változók részletösszegeinek részsorozatának valamely al-
kalmas sorozattal való normálása sztochasztikusan korlátos sorozatot képez,
akkor bármely β ∈]0, α[ esetén fennáll a

7
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sup
n

E
∥∥∥∥Slnaln − bln

∥∥∥∥β <∞
összefüggés, azaz a valószínűségi változók részletösszegeiből álló normált so-
rozat momentumainak szuprémuma véges.
A fejezet eredményei Túri [70]-ben publikált eredményein alapulnak.

A 6. fejezetben vizsgált problémák a pénzfeldobással kapcsolatosak: érmét
dobunk fel egymás után12 és az érmefeldobás során kialakuló leghosszabb
tiszta szériák számát, illetve ezek határeloszlását vizsgáljuk. A fejezet első
részében feltételezzük, hogy a pénzfeldobásnál használt érmék szabályosak
(azaz p = q = 1

2
), majd a fejezet második részében vizsgáljuk azt az esetet,

amikor a feldobott érmék nem szabályosak (azaz p 6= q).
Jelöljük N -nel azt, hogy hányszor dobunk az érmével.
A fejezetben először belátjuk, hogy ha N →∞ és n→∞ úgy, hogy

N

2n+1
→ λ > 0,

akkor fennáll az alábbi

lim
N→∞

P(ξ̃∗(n,N) = k) =
e−2λ(2λ)k

k!

összefüggés, ahol k = 0, 1, 2 . . . , továbbá ξ̃∗(n,N) = ξ̃∗(n,N, ω) jelöli a leg-
alább n hosszúságú diszjunkt tiszta fej vagy tiszta írás sorozatok számát.

A következő eredmény is a 6. fejezetben található: ha fennáll az előzőek-
ben ismertetett N

2n+1 → λ > 0 konvergencia N →∞ és n→∞ esetén, akkor
teljesül a

lim
N→∞

E(zξ
∗(n,N)) = exp

(
2λ

(
(1− 1

2
)z

1− 1
2
z
− 1

))
összefüggés, ahol ξ∗(n,N) = ξ∗(n,N, ω) jelöli az n hosszúságú tiszta fej vagy
tiszta írás sorozatok számát.

A 6. fejezetben azt is belátjuk, hogy 0 < x <∞ esetén fennáll a

lim
n→∞

P
(
τ ∗(n)

2n+1
≤ x

)
= 1− e−2x

12Mindezt formalizálva: tekintsük a ξ1, ξ2, . . . független, azonos eloszlású valószínűségi
változókat, ahol a {ξi = 1}, i = 1, 2, . . . azt az eseményt jelöli, hogy fejet dobunk, míg
az {ξi = 0}, i = 1, 2, . . . azt az eseményt, hogy írást kapunk, továbbá legyen P(ξi = 1) =
p, i = 1, 2, . . . és P(ξi = 0) = q = 1− p, i = 1, 2, . . . .

8
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összefüggés, ahol τ ∗(n) az a legkisebb dobásszám, amely esetén a dobássoro-
zatban egy n hosszúságú tiszta fej vagy egy n hosszúságú tiszta írás szériát
kapunk, azaz

τ ∗(n) = min{N | ξ∗(n,N) > 0}.

Ebben a fejezetben kerül ismertetésre az alábbi eredmény is: bármely k
egész esetén fennáll a

P(µ∗(N)− [Log(N − 1)] < k) = exp(−2−(k−{Log(N−1)})) + o(1)

összefüggés,13 ahol µ∗(N) = µ∗(N,ω)-val jelöltük a leghosszabb tiszta fej
sorozatok vagy a leghosszabb tiszta írás sorozatok hosszát az N dobásból,
azaz

µ∗(N) = max{n | ξ∗(n,N) > 0}.

A hatodik fejezet második részében nem szabályos érmékkel végezzük a
pénzfeldobást, azaz azt az esetet vizsgáljuk, amikor a p > q eset áll fenn.

Belátjuk, hogy bármely 0 < x <∞ esetén fennáll a

lim
n→∞

P(τ ∗(n)qpn ≤ x) = 1− e−x

összefüggés.
A fejezet végén igazoljuk az alábbi

lim
n→∞

1

log n

n∑
i=1

1

i
I(µ∗(i)− Log i < t) =

{∫ t+1

t
exp

[
−
(
1
2

)y]
dy, ha p = 1

2∫ t+1

t
exp [−qpy] dy, ha p > 1

2

majdnem biztos határeloszlás-tételt.
A fejezetben ismertetésre kerülő eredmények Földes [35], Móri [54], Muselli

[57] továbbá Túri [69] eredményeire támaszkodnak.
A 7. fejezetben a véletlen elhelyezésekkel foglalkozunk (Fazekas-Chupru-

nov-Túri [30]). A véletlen elhelyezést a következőképpen modellezhetjük:
n darab labdát helyezzünk el egymásután, egymástól függetlenül N darab
dobozba és jelöljük µr(n,N)-nel azon dobozok számát, amelyek pontosan r
darab labdát tartalmaznak.

13A dolgozatban Log jelöli az 1/p alakú logaritmust, ahol p annak a valószínűsége, hogy
fejet dobunk az érmével. Természetesen, ha az érme szabályos, akkor a kérdéses logaritmus
kettes alapú.

9
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µr(n,N) reprezentálható ξ, ξi, i ∈ N független, a [0, 1]-en egyenletes elosz-
lású valószínűségi változókkal: legyen n ∈ N és A(0) = {1, 2, . . . , n}. Ekkor
a

µr(n,N) =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊂A(0)

∏
j∈A

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(0)\A

I{ξj /∈4i}

kifejezés – összhangban a bevezetésben leírtakkal – azon dobozok számát
adja, amelyek pontosan r darab golyót tartalmaznak, ahol IB-vel jelöltük a
B halmaz indikátorfüggvényét, továbbá 4i jelöli a [0, 1] intervallum 4i =
4N,i =

[
i−1
N
, i
N

[
, 1 ≤ i ≤ N beosztását, a 4i, i = 1, 2 . . . , N intervallumokra

úgy tekintünk, mint dobozokra, továbbá a ξi-ket tekintjük a ξ realizációinak.
Mindegyik realizáció egy véletlen elhelyezés valamelyik dobozba: a ξj ∈ 4i

jelentése, hogy a j-edik labda az i-edik dobozba esik.
Belátjuk a fejezetben az alábbi egyenlőtlenséget, amely segítségével – fel-

használva a Fazekas-Chuprunov eredményt – több majdnem biztos határel-
oszlás-tételt is bizonyítunk. Az egyenlőtlenség a következő: tegyük fel, hogy
0 < k < n, 0 < r ≤ n és az N rögzített. Ekkor fennáll, hogy

E(ζn − ζkn)2 ≤ ckαr−1

[(
1− 1

N

)n+k
αr +

(
1− 1

N

)n−r]
(α + 1),

ahol c <∞ és nem függ n-től, N -től és k-tól, azonban függhet r-től, továbbá
ζn = µr(n,N) − Eµr(n,N) és ζkn = E(ζn|Fnk) és Fnk jelöli az ξk+1, . . . , ξn
valószínűségi változók által generált σ-algebrát.

A fejezet 7.4. tétele az alábbi majdnem biztos határeloszlás-tétel.
Legyen az r ≥ 2, 0 < λ1 < λ2 <∞ rögzített, továbbá tekintsük az alábbi

Tn =

{
(k,K) ∈ N2 : k ≤ n, λ1 ≤

k

K1− 1
r

≤ λ2

}
tartományt N2-ben.

Legyen

Qn(ω) =
1

r
r−1(λ2 − λ1) log n

∑
(k,K)∈Tn

1

K2− 1
r

δµr(n,N)(ω).

Ekkor n→∞ esetén
Qn(ω)⇒ µτ

10
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majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol τ olyan valószínűségi változó, amelynek
eloszlása az alábbi

P(τ = l) =
1

λ2 − λ1

∫ λ2

λ1

1

l!

(
xr

r!

)l
e−

xr

r! dx,

alakú, ahol l = 0, 1, . . . .
Ebben a fejezetben kerül bizonyításra a következő majdnem biztos határeloszlás-

tétel is.
Legyen az r ≥ 0 rögzített, 0 < α1 < α2 <∞ és

Q
(r)
n,N(ω) =

1

(logα2 − logα1) log n

∑
k≤n

∑
{K:K≤N,α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
δ
S
(r)
k,K(ω)

.

Ekkor, ha n,N →∞ úgy, hogy α1 ≤ n
N
≤ α2, akkor

Q
(r)
n,N(ω)⇒ γ

majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol γ-val jelöltük a sztenderd normális
eloszlást.

A 8. fejezetben is a véletlen elhelyezéssel foglalkozunk, itt azonban több-
szöri véletlen elhelyezést tekintünk. A következő modellt vizsgáljuk: helyez-
zünk el N dobozban egymás után, egymástól függetlenül labdákat. A golyók
elhelyezése során a golyók minden egyes elhelyezésnél minden dobozba 1/N
valószínűséggel esnek. Egy rögzített periódus alatt (például ez a rögzített
periódus lehet egy nap) elhelyezünk m darab labdát és ezt a kísérletet ismé-
teljük n napon keresztül. Jelölje pq annak a valószínűségét, hogy nem sikerült
q darab labdánál többet elhelyezni az N darab doboz egyikében sem az n
nap során.

Belátjuk, hogy ha m,n,N →∞ úgy, hogy fennállnak az n
Nq

(
m
q+1

)
→ α és

az m2

N
→ 0 feltételek, ahol q egy rögzített egész szám, akkor teljesül a

lim pl =


0, ha 0 ≤ l < q,
e−α, ha l = q,
1, ha l > q.

határérték összefüggés (a dolgozat 8.2. tétele).
Ebben a fejezetben alsó- és felső becslést is adunk a fenti valószínűségekre,

azaz belátjuk, hogy teljesülnek a(
1− 1

N l

(
m

l + 1

))n
≤ pl ≤

(
1− 1

N l

(
m

l + 1

)
(1− ε)

)n
.
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összefüggések.
A 8. fejezet eredményei a Fazekas-Túri [34] eredményeken alapulnak.
A 9. fejezetben megmutatjuk, hogy a Brosamler-Schatte-féle klasszikus

eredmény hogyan következik az újabb Berkes-Csáki, illetve Fazekas-Rychlik-
féle eredményekből.

A dolgozat végén található az összegzés, a dolgozat szerzőjének összes
publikációja, a témával kapcsolatban megjelent publikációi, a szerző munká-
ira történt eddigi hivatkozások, a tudományos előadások, valamint a doktori
értekezés során felhasznált összes irodalom.
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2. fejezet

Majdnem biztos
határeloszlás-tételek az Lp(]0, 1[)
térben, ahol 1 ≤ p <∞

Ebben a fejezetben két folyamatot vizsgálunk.
Az egyik az

Yn(t) =
1

σ
√
n

∑
k≤[tn]

ξk (2.1)

folyamat, ahol ξ1, ξ2, . . . független, azonos eloszlású, valós értékű valószínű-
ségi változók úgy, hogy Eξ1 = 0, D2ξ1 = σ2 és E|ξ1|p < ∞, továbbá [.] jelöli
az egészrészfüggvényt.

A másik a

Zn(t) =
1√
n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t), (2.2)

empirikus folyamat, ahol az Ui-k (i = 1, 2, . . . ) független, a [0, 1] intervallu-
mon egyenletes eloszlású valószínűségi változók.

A fejezetben mindkét folyamattal kapcsolatban majdnem biztos határelosz-
lás-tételt bizonyítunk.

Megjegyezzük, hogy a fejezetben ismertetésre kerülő eredmények először
az L2(]0, 1[) térben lettek bizonyítva (Túri, [74]), majd ezután sikerült belátni
az eredményeket az Lp(]0, 1[), 1 ≤ p <∞ térben is (Túri, [73]).

13



Majdnem biztos határeloszlás-tételek az Lp(]0, 1[) térben

A két folyamattal kapcsolatos majdnem biztos határeloszlás-tételek belá-
tásához szükségünk lesz az alábbi eredményre is.

2.1. tétel. (Fazekas, Rychlik, [32], Theorem 1.1) Jelölje δx az x ∈ R pontra
koncentrált eloszlást 14, jelölje továbbá µξ a ξ valószínűségi változó eloszlását.
Legyen (M,ρ) egy teljes, szeparábilis metrikus tér és ξn, n ∈ N egy M-beli
valószínűségi változó sorozat. Tegyük fel, hogy léteznek olyan C > 0, ε > 0
valós számok és (cn)n≥1 egy pozitív tagú, monoton növekvő sorozat úgy, hogy
limn→∞ cn = ∞ és cn+1/cn = O(1). Továbbá tegyük fel, hogy léteznek ξk,l,
k, l ∈ N, k < l, M-értékű valószínűségi változók úgy, hogy a ξk és a ξk,l
valószínűségi változók függetlenek, ha k < l és fennáll az alábbi

Eρ(ξk,l, ξl) ≤ C

(
ck
cl

)β
(2.3)

összefüggés k < l esetén, ahol β > 0. Legyen továbbá a (dk)k≥1 olyan sorozat,
hogy 0 ≤ dk ≤ log(ck+1/ck) és tegyük fel, hogy

∑∞
k=1 dk = ∞. Legyen Dn =∑n

k=1 dk.
Ekkor bármely, azM Borel szigma-algebráján értelmezett µ eloszlás esetén

a következő két állítás ekvivalens

1

Dn

n∑
k=1

dkδξk(ω) ⇒ µ, ha n→∞

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén;

1

Dn

n∑
k=1

dkµξk ⇒ µ, ha n→∞.

�

14Az egy pontra koncentrált eloszlás jelentése: δx(B) = 1, ha x ∈ B és δx(B) = 0, ha
x /∈ B bármely M -beli B Borel-halmaz esetén.
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Majdnem biztos határeloszlás-tételek az Lp(]0, 1[) térben

2.1. A majdnem biztos Donsker-tétel az Lp(]0, 1[)
térben

Tekintsük tehát az

Yn(t) =
1

σ
√
n
S[nt] (2.4)

folyamatot, ahol S0 = 0, Sk = ξ1 + ξ2 + · · · + ξk, k ≥ 1 és ξ1, ξ2, . . . függet-
len, azonos eloszlású, valós értékű valószínűségi változók úgy, hogy Eξ1 = 0,
D2ξ1 = σ2 és E|ξ1|p < ∞, ahol 1 ≤ p < ∞. Itt is [.] jelöli az egészrészfügg-
vényt.

Ebben az alfejezetben az Lp(]0, 1[) térben bizonyítunk be majdnem biztos
határeloszlás-tételt az Yn(t) folyamatra.

A bizonyításokhoz szükségünk lesz az alábbi eredményekre, amelyek közül
az első a Marcinkiewicz-Zygmund-egyenlőtlenség.

2.2. tétel. (Marcinkiewicz, Zygmund, [15]) Tegyük fel, hogy ξ1, ξ2, . . . füg-
getlen valószínűségi változók úgy, hogy Eξn = 0. Ekkor bármely p ≥ 1 esetén
létezik olyan csak p-től függő Cp pozitív konstans, amellyel 15

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥
p

≤ Cp

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

ξ2i

)1/2
∥∥∥∥∥∥
p

.

�
A következő eredmény is felhasználásra kerül a fejezetben a későbbiekben.

2.3. tétel. (Araujo, Giné, [2]) Tegyük fel, hogy ξ1, ξ2, . . . független, azonos
eloszlású valószínűségi változók úgy, hogy Eξn = 0, E|ξ1|p < ∞, ha 2 ≤
p < ∞ és E|ξ1|2 < ∞, ha 1 ≤ p ≤ 2 továbbá legyen Sn =

∑n
i=1 ξi. Ekkor

E|Sn| = O(np/2).

�

15Itt a norma ‖ξ‖p = (E|ξ|p)
1
p alakú.
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Majdnem biztos határeloszlás-tételek az Lp(]0, 1[) térben

Az Oliveira-Suquet-féle állítás is felhasználjuk a bizonyítások során.

2.4. tétel. (Oliveira, Suquet, [58]) Legyen (ξn(t), 1 ≤ n) egy Lp(]0, 1[)-beli
(1 ≤ p <∞) véletlen sorozat. Tegyük fel továbbá, hogy teljesülnek az alábbi

(i) valamely γ > 1 esetén supn≥1 E‖ξn‖
γ
1 <∞,

(ii) limh→0 supn≥1 E‖ξn(.+ h)− ξn(.)‖pp = 0
összefüggések.
Ekkor a (ξn(t), 1 ≤ n) folyamat-sorozat feszes az Lp(]0, 1[) térben.

�

2.5. tétel. (Túri, [73], Proposition 2.1.) A (2.4)-ben definiált (Yn(t), 1 ≤
n) folyamat gyengén konvergál a sztenderd Wiener-folyamathoz az Lp(]0, 1[)
térben, ahol 1 ≤ p <∞.

Bizonyítás. A [40]-ban található 6.2.2. tétel miatt elegendő azt belátnunk,
hogy az (Yn(t), 1 ≤ n) család feszes, továbbá azt, hogy fennáll az 〈f, Yn(t)〉 ⇒
〈f,W 〉 konvergencia bármely f ∈ Lq(]0, 1[) esetén, ahol Lq(]0, 1[) az Lp(]0, 1[)
tér duális tere.

A
∫ 1

0
Yn(t)f(t)dt eloszlásbeli konvergenciája a

∫ 1

0
W (t)f(t)dt-hez bármely

Lq(]0, 1[) duális térbeli f függvény esetén abból adódik, hogy az
∫ 1

0
Yn(t)f(t)dt

gyengén konvergál a nulla várható értékű és
∫ 1

0

∫ 1

0
min{s, t}f(s)f(t)dsdt vari-

anciájú normális eloszláshoz. Azonban éppen ez az eloszlása a
∫ 1

0
W (t)f(t)dt

valószínűségi változónak.
A feszesség bizonyítását pedig úgy végezzük, hogy belátjuk, hogy teljesül-

nek a 2.4. tétel feltételei, azaz megmutatjuk, hogy fennál (i) és (ii).
Először megmutatjuk, hogy (i) feltétel a γ = 2 választással teljesül, azaz

supn≥1 E‖Yn‖21 <∞, ami az alábbi

sup
n≥1

E‖Yn‖21 = sup
n≥1

E
∥∥∥∥ 1

σ
√
n
S[nt]

∥∥∥∥2
1

= sup
n≥1

E
(∫ 1

0

∣∣∣∣ 1

σ
√
n
S[nt]

∣∣∣∣ dt)2

= sup
n≥1

E

(
n−1∑
i=0

∫ (i+1)/n

i/n

∣∣∣∣ Si
σ
√
n

∣∣∣∣ dt
)2

= sup
n≥1

E

(
1

σ
√
n

1

n

n−1∑
i=0

|Si|

)2

≤ sup
n≥1

1

σ2n

1

n
E

(
n−1∑
i=1

|Si|2
)

= sup
n≥1

1

σ2n2

n−1∑
i=1

E|Si|2
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= sup
n≥1

1

σ2n2
σ2

n−1∑
i=0

i = sup
n≥1

(
1

n2

n(n− 1)

2

)
= sup

n≥1

(
n− 1

2n

)
<∞

számolásból adódik.
Az (ii) feltétel teljesülése pedig az alábbi

E‖Yn(t+ h)− Yn(t)‖pp = E
∫ 1

0

|Yn(t+ h)− Yn(t)|pdt =

= E
∫ 1−h

0

∣∣∣∣ 1

σ
√
n
S[n(t+h)] −

1

σ
√
n
S[nt]

∣∣∣∣p dt+
+E

∫ 1

1−h

∣∣∣∣ 1

σ
√
n
S[nt]

∣∣∣∣p dt =

=

∫ 1−h

0

E
∣∣∣∣ 1

σ
√
n

(ξ[n(t+h)] + · · ·+ ξ[nt]+1)

∣∣∣∣p dt+
+

∫ 1

1−h
E
∣∣∣∣ 1

σ
√
n
S[nt]

∣∣∣∣p dt =

=

∫ 1−h

0

1

np/2σp
E|ξ[n(t+h)] + · · ·+ ξ[nt]+1|pdt+

+

∫ 1

1−h

1

np/2σp
E|S[nt]|pdt ≤

≤
∫ 1−h

0

1

np/2σp
C([n(t+ h)]− [nt])p/2dt

+

∫ 1

1−h

1

np/2σp
C[nt]p/2dt ≤

≤ C

np/2σp

∫ 1

0

([{nt}+ {nh}] + [nh])p/2dt+
C

np/2
hnp/2 ≤

≤ C∗h→ 0,

ha h→ 0 kalkulációból adódik, amivel a bizonyítás teljes.
�

Ezután kimondhatjuk a következő a majdnem biztos határeloszlás-tételt
(2.4) sorozatra az Lp(]0, 1[) (1 ≤ p <∞) térben.
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Majdnem biztos határeloszlás-tételek az Lp(]0, 1[) térben

2.6. tétel. (Túri, [73], Theorem 2.1) Tegyük fel, hogy 1 ≤ p < ∞. Ekkor
fennáll az alábbi

1

log n

n∑
k=1

1

k
δYk(.,ω) ⇒ µW

konvergencia n → ∞ esetén P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén az Lp(]0, 1[)
térben, ahol W a sztenderd Wiener-folyamat és Yk(t, ω) = Yk(t) a (2.4)-ben
definiált folyamat.

Bizonyítás. Belátjuk, hogy a 2.1. tétel feltételei teljesülnek. Az ismeretes,
hogy az Lp(]0, 1[) tér szeparábilis és teljes.

Definiáljuk a következő

Yk,n(t) =

(
Yn(t)− Sk

σ
√
n

)
I]k/n,1](t), k = 1, 2, . . . , n− 1, t ∈ [0, 1]

folyamatot, ahol IA jelöli az A halmaz indikátorfüggvényét. Ekkor az Yk,n és
az Yk folyamatok k < n esetén függetlenek. Teljesül továbbá a (2.3) feltétel,
hiszen

Eρ(Yn, Yk,n) = E
(∫ 1

0

∣∣∣∣Yn(t)−
(
Yn(t)− Sk

σ
√
n

)
I]k/n,1](t)

∣∣∣∣p dt)1/p

≤

≤
(
E
∫ 1

0

∣∣∣∣Yn(t)−
(
Yn(t)− Sk

σ
√
n

)
I]k/n,1](t)

∣∣∣∣p dt)1/p

=

=

(
E
(∣∣∣∣ S1

σ
√
n

∣∣∣∣p 1

n
+

∣∣∣∣ S2

σ
√
n

∣∣∣∣p 1

n
+ · · ·+

∣∣∣∣Sk−1σ
√
n

∣∣∣∣p 1

n
+

∣∣∣∣ Skσ
√
n

∣∣∣∣p n− kn
))1/p

≤

≤
(

1

σpnp/2n
C(1p/2 + 2p/2 + · · ·+ (k − 1)p/2 + kp/2(n− k)

)1/p

≤

≤
(

C

σpnp/2n
kp/2[(k − 1) + (n− k)]

)1/p

≤

≤ C∗
(
kp/2

np/2

)1/p

= C∗
√
k

n
,

azaz beláttuk, hogy teljesülnek a 2.1. tétel feltételei, így a tétel bizonyítása
teljes.

�
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Majdnem biztos határeloszlás-tételek az Lp(]0, 1[) térben

2.2. Az empirikus folyamat az Lp(]0, 1[) térben
Ebben a fejezetben a (2.2)-ben definiált

Zn(t) =
1√
n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t) (2.5)

empirikus folyamatot vizsgáljuk.
Először a Zn folyamattal kapcsolatban belátjuk az alábbi állítást, amelyre

szükségünk lesz a későbbiekben.

2.7. tétel. (Túri, [73], Proposition 3.1) A (Zn(t), n ≥ 1) folyamat gyengén
konvergál a Brown-hídhoz az Lp(]0, 1[) térben.

Bizonyítás. Tekintsük az alábbi kalkulációt

E‖Zn‖22 = E

∥∥∥∥∥ 1√
n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

∥∥∥∥∥
2

2

= E
∫ 1

0

∣∣∣∣∣ 1√
n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

∣∣∣∣∣
2

dt =

=
1

n
E
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

∣∣∣∣∣
2

dt =

=
1

n

∫ 1

0

E(ξ − nt)2dt =

=
1

n

∫ 1

0

nt(1− t)dt =
1

6
,

ahol a ξ valószínűségi változó t és n paraméterű binomiális eloszlást követ.
Ezután megmutatjuk, hogy a 2.4. tétel (ii) feltételei is fennállnak.
Valóban, hiszen

E‖Zn(.+ h)− Zn(.)‖pp = E
∫ 1

0

|Zn(t+ h)− Zn(t)|pdt =

= E
∫ 1−h

0

|Zn(t+ h)− Zn(t)|pdt+ E
∫ 1

1−h
|Zn(t)|pdt =
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Majdnem biztos határeloszlás-tételek az Lp(]0, 1[) térben

= E
∫ 1−h

0

∣∣∣∣∣ 1√
n

n∑
i=1

(I[0,t+h](Ui)− (t+ h))− 1√
n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

∣∣∣∣∣
p

dt+

+E
∫ 1

1−h

∣∣∣∣∣ 1√
n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

∣∣∣∣∣
p

dt =

= E
1

np/2

∫ 1−h

0

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(I]t,t+h](Ui)− h)

∣∣∣∣∣
p

dt+

+E
1

np/2

∫ 1

1−h

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

∣∣∣∣∣
p

dt =

=
1

np/2

∫ 1−h

0

E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(I]t,t+h](Ui)− h)

∣∣∣∣∣
p

dt+

+
1

np/2

∫ 1

1−h
E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

∣∣∣∣∣
p

dt

≤ 1

np/2

∫ 1−h

0

AppE

( n∑
i=1

(I]t,t+h](Ui)− h)2

)1/2
p

dt+

+
1

np/2

∫ 1

1−h
Bp
pE

( n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)2
)1/2

p

dt =

=
1

np/2

∫ 1−h

0

AppE

(
n∑
i=1

(I]t,t+h](Ui)− h)2

)p/2

dt+

+
1

np/2

∫ 1

1−h
Bp
pE

(
n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)2
)p/2

dt,

ahol felhasználásra került a Marcinkiewicz-Zygmund-egyenlőtlenség (2.2. té-
tel).
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Majdnem biztos határeloszlás-tételek az Lp(]0, 1[) térben

Ezután két esetet különböztetünk meg.
Az első esetben feltesszük, hogy 1 ≤ p ≤ 2.
Ekkor

1

np/2

∫ 1−h

0

AppE

(
n∑
i=1

(I]t,t+h](Ui)− h)2

)p/2

dt+

+
1

np/2

∫ 1

1−h
Bp
pE

(
n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)2
)p/2

dt ≤

≤ 1

np/2

∫ 1−h

0

App

(
E

n∑
i=1

(I]t,t+h](Ui)− h)2

)p/2

dt+

+
1

np/2

∫ 1

1−h
Bp
p

(
E

n∑
i=1

(I]0,t](Ui)− t)2
)p/2

dt =

=
App
np/2

∫ 1−h

0

(E(ξ − nh)2)p/2dt+
Bp
p

np/2

∫ 1

1−h
(E(η − nt)2)p/2dt =

=
App
np/2

∫ 1−h

0

(nh(1− h))p/2dt+
Bp
p

np/2

∫ 1

1−h
(nt(1− t))p/2dt =

= Apph
p/2(1− h)

p+2
2 +Bp

p

∫ 1

1−h
(t(1− t))p/2dt ≤

≤ Apph
p/2(1− h)

p+2
2 +Bp

ph
p+2
2 → 0,

ha h→ 0, ahol a ξ h és n paraméterű, míg az η t és n paraméterű binomiális
eloszlású valószínűségi változók.

A második esetben feltesszük, hogy fennáll a 2 < p <∞ összefüggés.
Ekkor

1

np/2

∫ 1−h

0

AppE

(
n∑
i=1

(I]t,t+h](Ui)− h)2

)p/2

dt+

+
1

np/2

∫ 1

1−h
Bp
pE

(
n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)2
)p/2

dt ≤
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Majdnem biztos határeloszlás-tételek az Lp(]0, 1[) térben

1

np/2

∫ 1−h

0

AppE

n
( 1

n

n∑
i=1

(I]t,t+h](Ui)− h)2

) p
2

 2
p


p/2

dt+

+
1

np/2

∫ 1

1−h
Bp
pE

n
( 1

n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)2
) p

2

 2
p


p/2

dt ≤

≤
App
np/2

∫ 1−h

0

E

n p−2
p

(
n∑
i=1

|I]t,t+h](Ui)− h|p
)2/p

p/2

dt+

+
Bp
p

np/2

∫ 1

1−h
E

n p−2
p

(
n∑
i=1

|I[0,t](Ui)− t|p
)2/p

p/2

dt =

=
App
np/2

n
p−2
2

∫ 1−h

0

E

(
n∑
i=1

|I]t,t+h](Ui)− h|p
)
dt+

+
Bp
p

np/2
n
p−2
2

∫ 1

1−h
E

(
n∑
i=1

|I[0,t](Ui)− t|p
)
dt =

=
App
n

∫ 1−h

0

n∑
i=1

E|I]t,t+h](Ui)− h|pdt+

+
Bp
p

n

∫ 1

1−h

n∑
i=1

E|I[0,t](Ui)− t|pdt =

= App

∫ 1−h

0

E|I]t,t+h](Ui)− h|pdt+Bp
p

∫ 1

1−h
E|I[0,t](Ui)− t|pdt

= App

∫ 1−h

0

E|ξ − h|pdt+Bp
p

∫ 1

1−h
E|η − t|pdt

= App[(1− h)p+1h+ hp(1− h)2] +Bp
p

∫ 1

1−h
[(1− t)pt+ tp(1− t)]dt ≤

≤ App[(1− h)p+1h+ hp(1− h)2] +Bp
p

∫ 1

1−h
2dt =
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Majdnem biztos határeloszlás-tételek az Lp(]0, 1[) térben

= App[(1− h)p+1h+ hp(1− h)2] + 2Bp
ph→ 0,

ha h→ 0, ahol a ξ és az η valószínűségi változók h és t paraméterű Bernoulli-
eloszlást követnek. Ezzel a 2.7. tétel bizonyítása teljes.

�
Ezután rátérhetünk az empirikus folyamatra vonatkozó majdnem biztos

határeloszlás-tétel ismertetésére.

2.8. tétel. (Túri, [73], Theorem 3.1) Az Lp(]0, 1[) térben fennáll az alábbi

1

log n

n∑
k=1

1

k
δZk(.,ω) ⇒ µB,

konvergencia P-majdnem biztosan, ahol B a Brown-híd és Zk(t, ω) = Zk(t)
a (2.5)-ben definiált folyamat.

Bizonyítás. A bizonyításban belátjuk, hogy 2.1. tétel feltételei fennállnak.
Az Lp(]0, 1[) tér szeparábilis és teljes, ezért a tétel ezen feltétele teljesül.

Definiáljuk az alábbi

Zk,n(t) =
1√
n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)−
1√
n

k∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

folyamatot.
Ekkor a Zk,n és a Zk folyamatok függetlenek, ha k < n.
Az 2.1. tétel (2.3) feltétele is fennáll, hiszen

Eρ(Zn, Zk,n) = E

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣ 1√
n

k∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

∣∣∣∣∣
p

dt

)1/p

=
1√
n
E

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

∣∣∣∣∣
p

dt

)1/p

≤ 1√
n

(∫ 1

0

E

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)

∣∣∣∣∣
p

dt

)1/p

≤ 1√
n

∫ 1

0

Cp
pE

( k∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)2
)1/2

p

dt

1/p
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=
1√
n

∫ 1

0

Cp
pE

(
k∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)2
)p/2

dt

1/p

,

ahol felhasználtuk a Marcinkiewicz-Zygmund-egyenlőtlenséget.
Ezután két esetet különböztetünk meg.
Először az 1 ≤ p ≤ 2 esetet vizsgáljuk.
Ekkor

1√
n

∫ 1

0

Cp
pE

(
k∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)2
)p/2

dt

1/p

≤ Cp√
n

∫ 1

0

(
E

k∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)2
)p/2

dt

1/p

=
Cp√
n

(∫ 1

0

(E(ξ − kt)2)p/2dt
)1/p

=
Cp√
n

(∫ 1

0

(kt(1− t))p/2dt
)1/p

= C∗
√
k√
n
,

ahol a ξ valószínűségi változó t és k paraméterű binomiális eloszlást követ.
Tekintsük most a második esetet, amikor 2 < p <∞.
Ekkor

1√
n

∫ 1

0

Cp
pE

(
k∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)2
)p/2

dt

1/p

≤ Cp√
n

∫ 1

0

E

k
(1

k

k∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t)2
)p/2

2/p

p/2

dt


1/p

=
Cp√
n

∫ 1

0

E

k p−2
p

(
k∑
i=1

|I[0,t](Ui)− t|p
) 2

p


p
2

dt


1/p
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=
Cp√
n

(∫ 1

0

E

(
k
p−2
2

(
k∑
i=1

|I[0,t](Ui)− t|p
))

dt

)1/p

=
Cp√
n

(∫ 1

0

k
p−2
2

(
k∑
i=1

E|I[0,t](Ui)− t|p
)
dt

)1/p

=
Cp√
n

(∫ 1

0

kp/2E|ξ − t|pdt
)1/p

= Cp

√
k√
n

(∫ 1

0

E|ξ − t|pdt
)1/p

= Cp

√
k√
n

(∫ 1

0

[(1− t)pt+ (1− t)tp]dt
)1/p

= Cp

√
k√
n

21/p = C∗
√
k√
n
,

ahol a ξ valószínűségi változó t paraméterű Bernoulli-eloszlást követ. Ezzel
a bizonyításunk teljes.

�
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3. fejezet

Majdnem biztos
határeloszlás-tételek az Lp([0, 1]d),
1 ≤ p <∞ térben

A dolgozat ezen része az előző fejezet általánosításának tekinthető, hi-
szen itt már mezőkön végezzük a vizsgálatokat: mezőkön bizonyítjuk be a
Donsker-tétel majdnem biztos változatát, illetőleg az empirikus folyamatra
is majdnem biztos határeloszlás-tételt bizonyítunk.

Fontosnak tartjuk azonban megjegyezni, hogy az itt kapott tételek bizonyí-
tásai teljesen más technikával történnek mint az előző fejezetekben megismert
módszerek, továbbá az itt leírt eredmények időrendben később keletkeztek,
illetve lettek publikálva (Túri, [72]), mint az előző fejezet eredményei (Túri,
[74] és [73]). Természetesen a dolgozat előző, 2. fejezetében kapott eredmé-
nyek speciális esetei az itt leírtaknak.

Vezessük be a szükséges jelöléseket, amelyek felhasználásra kerülnek a feje-
zetben. Legyenek k = (k1, k2, . . . , kd), n = (n1, n2, . . . , nd), 1 = (1, 1, . . . , 1) ∈
Nd. A k és az n vektorok szorzatát a kn = (k1n1, k2n2, . . . , kdnd) módon
határozzuk meg. A k ≤ n jelentése ki ≤ ni minden i = 1, . . . , d ese-
tén. Az [nt] pedig jelentse a ([n1t1], . . . , [ndtd]) vektort. A max és a min
függvények jelentése a következő: maxk = (max k1,max k2, . . .max kd) és
mink = (min k1,min k2, . . .min kd). Az n → ∞ jelentése: ni → ∞ minden
i = 1, . . . , d esetén. Legyen továbbá |n| =

∏d
i=1 ni és | logn| =

∏d
i=1 log+ ni,

ahol n ∈ Nd, továbbá x ≥ e esetén log+ x = log x és log+ x = 1, ha x < e.
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Majdnem biztos határeloszlás-tételek mezőkön

Először definiáljuk azokat a folyamatokat, amelyeknek a konvergenciáját
vizsgáljuk a fejezetben.

Legyenek ξk,k ∈ Nd többindexes, független, azonos eloszlású valószínűségi
változók úgy, hogy Eξk = 0 és D2ξk = 1. Az Yn(t) folyamatot definiáljuk az
alábbi módon:

Yn(t) =
1√
|n|

∑
k≤[nt]

ξk, (3.1)

ahol t ∈ [0, 1]d, n ∈ Nd.
A fejezetben a

Zn(t) =
1√
|n|

∑
i≤n

(I{Ui ≤ t} − |t|) (3.2)

folyamatot is vizsgáljuk, ahol d és h rögzítettek, t ∈ [0, 1]d, n ∈ Nh és
az Ui-k, i ∈ Nh független, a [0, 1]d d-dimenziós kockán egyenletes eloszlású
valószínűségi vektorváltozók.

Ebben a fejezetben a fentiekben definiált Yn és Zn folyamatokra bizo-
nyítunk majdnem biztos határeloszlás-tételt az Lp([0, 1]d), 1 ≤ p < ∞ tér-
ben, ahol az előbbi folyamat esetén a határeloszlás a d-paraméterű Wiener-
folyamat, míg az utóbbi folyamatnál a d-paraméterű Brown-híd lesz.
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3.1. Majdnem biztos Donsker-tétel az Lp([0, 1]d),
1 ≤ p <∞ térben

Ebben az alfejezetben a (3.1) folyamatot vizsgáljuk, amelyet célszerű az

Yn(t) =
1√
|n|

S[nt] (3.3)

alakba írni, ahol Sk =
∑

i≤k ξi.
A továbbiakhoz szükségünk lesz a következő, Ivanovtól származó ered-

ményre.

3.1. tétel. (Ivanov, [44]) Tekintsük az Yn(t), n ∈ Nd és az Y (t) folyama-
tokat az Lp([0, 1]d), p ≥ 1 térben. Tegyük fel, hogy teljesülnek a következő
feltételek:

(i) Az Yn véges dimenziós eloszlásai gyengén konvergálnak az Y -hoz;
(ii) E|Yn(t)|p → E|Y (t)|p, ha n→∞ bármely t ∈ [0, 1]d esetén;
(iii) supn supt∈[0,1]d E|Yn(t)|p <∞.
Ekkor f(Yn) ⇒ f(Y ), ha n → ∞ bármely f : Lp([0, 1]d) → R folytonos

függvény esetén.

�
A következőkben felhasználásra kerül az alábbi, Rosenthaltól származó

egyenlőtlenség.

3.2. tétel. (Rosenthal-egyenlőtlenség, [2]) Tegyük fel, hogy a ξi, i ≤ n olyan
független, centrált valószínűségi változók, amelyekre p ≥ 2 esetén fennáll,
hogy E|ξi|p < ∞. Ekkor létezik egy olyan csak p-től függő Kp > 0 konstans,
amellyel fennáll, hogy(

E

∣∣∣∣∣∑
i≤n

ξi

∣∣∣∣∣
p)1/p

≤ Kp max


(∑

i≤n

E|ξi|p
)1/p

,

(∑
i≤n

E|ξi|2
)1/2

 .

�
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Az alábbi eredményre is szükségünk lesz a továbbiakban.

3.3. tétel. (Araujo, Giné, [2]) Tegyük fel, hogy az ξi, i ∈ Nd centrált, függet-
len, azonos eloszlású valószínűségi változók úgy, hogy fennáll a 1√

|n|

∑
i≤n ξi ⇒

N (0, 1) konvergencia.
Ekkor E|ξ1|p <∞, p ≥ 1 esetén fennáll az

E

∣∣∣∣∣ 1√
|n|

∑
i≤n

ξi

∣∣∣∣∣
p

→ E|ξ|p,

ha n→∞ konvergencia.

�
A továbbiakhoz szükségünk lesz az alábbi eredményre is, amely a Yn fo-

lyamat gyenge konvergenciáját mondja ki az Lp([0, 1]d) térben.

3.4. tétel. (Túri, [72], Proposition 2.1) A (3.3)-ban definiált Yn,n ∈ Nd

folyamat gyengén konvergál a d-paraméterűW sztenderd Wiener-folyamathoz
az Lp([0, 1]d) térben, ahol 1 ≤ p <∞.

Bizonyítás. Belátjuk, hogy a 3.1. tétel feltételei teljesülnek. Az (i) felté-
tel, azaz a véges dimenziós eloszlások konvergenciája a Wiener-folyamathoz
ismert. A (ii) feltétel is teljesül, ha alkalmazzuk a 3.3. tételt. Ezután belát-
juk, hogy a (iii) feltétel is fennáll. Két esetet különböztetünk meg. Az első
esetben feltételezzük, hogy 1 ≤ p ≤ 2.

Az első esetben érvényes az alábbi kalkuláció:

E|Yn(t)|p = E

∣∣∣∣∣∣ 1√
|n|

∑
i≤[nt]

ξi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ 1

(|n|)p/2

E

∣∣∣∣∣∣
∑
i≤[nt]

ξi

∣∣∣∣∣∣
2p/2

≤

≤ (|n|)p/2

(|n|)p/2
= 1 <∞.
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A második esetben feltételezzük, hogy 2 < p < ∞. Itt felhasználjuk a 3.2.
tételben foglalt eredményt is.

Ha

∑
i≤[nt]

E|ξi|p ≥

∑
i≤[nt]

E|ξi|2
p/2

,

akkor

E|Yn(t)|p = E

∣∣∣∣∣∣ 1√
|n|

∑
i≤[nt]

ξi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ Kp

(|n|)p/2
∑
i≤[nt]

E|ξi|p ≤

≤ C
|n|

(|n|)p/2
= C∗ <∞.

Ha az

∑
i≤[nt]

E|ξi|p <

∑
i≤[nt]

E|ξi|2
p/2

,

összefüggés áll fenn, akkor

E|Yn(t)|p = E

∣∣∣∣∣∣ 1√
|n|

∑
i≤[nt]

ξi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ Kp

(|n|)p/2

∑
i≤[nt]

E|ξi|2
p/2

≤

≤ Kp
|n|p/2

(|n|)p/2
= Kp <∞.

amivel az 3.4. tétel bizonyítása teljes.
�
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A majdnem biztos Donsker-tétel bizonyításához szükségünk lesz a követ-
kező eredményre.

3.5. tétel. (Fazekas, Rychlik, [33], Theorem 2.1) Jelöljük δx-szel az x pontra
koncentrált eloszlást, legyen továbbá µξ az ξ valószínűségi változó eloszlása.
Legyen (M,ρ) egy teljes, szeparábilis metrikus tér, ξn, n ∈ Nd pedig egy több-
indexes valószínűségi változó sorozat a M térben. Tegyük fel továbbá, hogy
bármely h, l ∈ Nd, h ≤ l esetén léteznek olyan M-értékű ξh,l valószínűségi
változók, amelyekre fennáll, hogy ξh,l = 0, ha h = l, továbbá, ha k, l ∈ Nd, ak-
kor h = min{k, l} esetén ξk és ξh,l függetlenek, ξl és ξh,k függetlenek, továbbá
ξh,k és ξh,l függetlenek.

Tegyük fel, hogy léteznek olyan C > 0, β > 0 valós konstansok és léteznek
pozitív tagú, mononoton növekvő (c

(i)
n )n≥1, i = 1, . . . , d sorozatok úgy, hogy

limn→∞ c
(i)
n = ∞, c(i)n+1/c

(i)
n = O(1) bármely i = 1, . . . , d esetén úgy, hogy

fennáll az

E{ρ2(ξl, ξh,l) ∧ 1} ≤ C
d∏
i=1

(
c
(i)
hi

c
(i)
li

)β

(3.4)

összefüggés bármely h ≤ l esetén. Legyen 0 ≤ d
(i)
k ≤ log(c

(i)
k+1/c

(i)
k ) és tegyük

fel, hogy
∑∞

k=1 d
(i)
k = ∞ minden i = 1, . . . , d esetén. Legyen továbbá dk =∏d

i=1 d
(i)
ki

és Dn =
∑

k≤n dk.
Ekkor bármely, az M Borel-halmazain értelmezett µ eloszlás esetén a kö-

vetkező két állítás ekvivalens:

1

Dn

∑
k≤n

dkδξk(ω) ⇒ µ, ha n→∞

majdnem minden ω ∈ Ω esetén;

1

Dn

∑
k≤n

dkµξk ⇒ µ, ha n→∞.

�
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Ezek után kimondhatjuk a majdnem biztos Donsker-tételt az Lp([0, 1]d), (1 ≤
p <∞) térben.

3.6. tétel. (Túri, [72], Theorem 2.1) Tegyük fel, hogy 1 ≤ p < ∞. Legyen
Yk(t, ω) = Yk(t). Ekkor

1

| logn|
∑
k≤n

1

|k|
δYk(., ω)⇒ µW

az Lp([0, 1]d) térben, ha n → ∞ P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol
W -vel jelöltük a d-paraméterű sztenderd Wiener-folyamatot.

Bizonyítás. Belátjuk, hogy a 3.5. tétel feltételei teljesülnek. Az Lp([0, 1]d), 1 ≤
p <∞ tér szeparábilitása és teljessége jól ismert tény.

Definiáljuk a következő

Yk,n(t) =
1√
|n|
{
S[nt] − Smin{k,[nt]}

}
folyamatot, ahol k ≤ n és t ∈ [0, 1]d.

Ekkor fennállnak a 3.5. tételben megkövetelt függetlenségi feltételek az
Yk(t) és az Yk,n(t) folyamatokra vonatkozóan. Belátjuk, hogy a teljesül a
(3.4) feltétel is. Ehhez két esetet szükséges megkülönböztetnünk.

Először vizsgáljuk a 2 ≤ p <∞ esetet. A Jensen-egyenlőtlenség alkalma-
zásával kapjuk, hogy

E(ρ2(Yn, Yk,n)) = E
(∫

[0,1]d
|Yn(t)− Yk,n(t)|pdt

)2/p

=

= E

(∫
[0,1]d

∣∣∣∣∣ 1√
|n|

Smin{k,[nt]}

∣∣∣∣∣
p

dt

)2/p

≤

≤ 1

|n|

(∫
[0,1]d

E
∣∣Smin{k,[nt]}

∣∣p dt)2/p

= A.
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Ismét két esetet különböztetünk meg és felhasználjuk a 3.2. tételt is. Ha
fennáll az alábbi

∑
i≤min{k,[nt]}

E|ξi|p ≥

 ∑
i≤min{k,[nt]}

E|ξi|2
p/2

egyenlőtlenség, akkor

A ≤ 1

|n|

∫
[0,1]d

Kp

∑
i≤min{k,[nt]}

E|ξi|pdt

2/p

≤

≤ 1

|n|

(∫
[0,1]d

Kp

∑
i≤k

E|ξi|pdt

)2/p

≤ K
2/p
p

|n|
(C|k|)2/p ≤ C∗

|k|
|n|

.

Ha pedig az

∑
i≤min{k,[nt]}

E|ξi|p <

 ∑
i≤min{k,[nt]}

E|ξi|2
p/2

összefüggés teljesül, akkor

A ≤ 1

|n|

∫
[0,1]d

Kp

 ∑
i≤min{k,[nt]}

E|ξi|2
p/2

dt


2/p

≤

≤ 1

|n|

∫
[0,1]d

Kp

(∑
i≤k

E|ξi|2
)p/2

dt

2/p

= C∗
|k|
|n|

.

Abban az esetben, ha 1 ≤ p < 2, akkor a Jensen-egyenlőtlenséget felhasz-
nálva kapjuk, hogy

E(ρ2(Yn, Yk,n)) = E

(∫
[0,1]d

∣∣∣∣∣ 1√
|n|

Smin{k,[nt]}

∣∣∣∣∣
p

dt

)2/p

≤
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≤ 1

|n|

∫
[0,1]d

E
∣∣Smin{k,[nt]}

∣∣2 dt =
1

|n|

∫
[0,1]d

E

∣∣∣∣∣∣
∑

i≤min{k,[nt]}

ξi

∣∣∣∣∣∣
2

dt ≤ C
|k|
|n|

.

Ha alkalmazzuk a 3.5. tételt a c(i)k = k, k = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , d válasz-
tással és felhasználjuk a 3.4. tételt, akkor adódik a 3.6. tétel állítása amivel
a bizonyítás teljes.

�
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3.2. Az empirikus folyamat az Lp([0, 1]d) térben
Ebben a részben a korábban már ismertetett

Zn(t) =
1√
|n|

∑
i≤n

(I{Ui ≤ t} − |t|), ha t ∈ [0, 1]d (3.5)

folyamatot vizsgáljuk, ahol a d, h ∈ N rögzítettek, n ∈ Nh, Ui, i ∈ Nh

független, egyenletes eloszlású valószínűségi változók a [0, 1]d d-dimenziós
kockán.

A fenti folyamattal kapcsolatban rögtön kimondhatjuk a következő állí-
tást.

3.7. tétel. (Túri, [72], Proposition 3.1) A (3.5)-ben definiált többindexes
Zn(t),n ∈ Nd sorozat gyengén konvergál a d-paraméterű B Brown-hídhoz az
Lp([0, 1]d) térben, ahol 1 ≤ p <∞.

Bizonyítás. Belátjuk, hogy a 3.1. tétel feltételei teljesülnek. Az (i) feltétel
teljesül, hiszen a véges dimenziós eloszlások konvergenciája a Brown-hídhoz
ismert tény. Az (ii) feltétel is teljesül, ha alkalmazzuk 3.3. tételt. Ezután
belátjuk, hogy fennáll a 3.1. tétel (iii)-adik feltétele is. Itt két esetet külön-
böztetünk meg. Először vizsgáljuk az 1 ≤ p ≤ 2 esetet. Ekkor

E|Zn(t)|p ≤ 1

(|n|)p/2

E

∣∣∣∣∣∑
i≤n

(I{Ui ≤ t} − |t|)

∣∣∣∣∣
2
p/2

≤

≤ 1

(|n|)p/2
(|n||t|(1− |t|))p/2 ≤ 1 <∞.

Ezután vizsgáljuk a 2 < p < ∞ esetet, amelyen belül két alesetet kell
vizsgálni. Először tekintsük azt, amikor fennáll az

∑
i≤n

E |(I{Ui ≤ t} − |t|)|p ≥

(∑
i≤n

E |(I{Ui ≤ t} − |t|)|

)p/2

összefüggés.
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A Rosenthal-egyenlőtlenség felhasználásával kapjuk, hogy

E|Zn(t)|p ≤ Kp

(|n|)p/2
∑
i≤n

E|I{Ui ≤ t} − |t||p ≤ Kp

(|n|)p/2
C|n| < C∗ <∞.

Ha pedig a

∑
i≤n

E |I{Ui ≤ t} − |t||p <

(∑
i≤n

E |I{Ui ≤ t} − |t||2
)p/2

összefüggés áll fenn, akkor

E|Zn(t)|p ≤ (Kp)
p

(|n|)p/2
(|n||t|(1− |t|))p/2 ≤ Kp/2

p <∞,

amivel a 3.7. tétel bizonyítása teljes. �
Ezután kimondhatjuk a (3.5) folyamatra vonatkozó majdnem biztos határ-

eloszlás-tételt az Lp([0, 1]d) térben.

3.8. tétel. (Túri, [72], Theorem 3.1) Tegyük fel, hogy 1 ≤ p <∞ és legyen
Zk(t) a (3.5)-ben definiált empirikus folyamat. Ekkor fennáll a

1

| logn|
∑
i≤n

1

|k|
δZk(.,ω) ⇒ µB

konvergencia az Lp([0, 1]d) térben n→∞ esetén P-majdnem minden ω ∈ Ω-
ra, ahol B-vel jelöltük a d-paraméterű Brown-hidat.

Bizonyítás. Az állítás bizonyításához belátjuk, hogy teljesülnek a 3.5. tétel
feltételei.

Definiáljuk a következő

Zk,n(t) =
1√
|n|

∑
i≤n

(I{Ui ≤ t} − |t|)− 1√
|n|

∑
i≤k

(I{Ui ≤ t} − |t|)

folyamatot, ahol k ≤ n,k,n ∈ Nh, t ∈ [0, 1]d.
Ekkor a 3.5. tételben előírt függetlenségi feltétel teljesül a Zk és a Zk,n fo-
lyamatokra. Ezután belátjuk, hogy a (3.5) folyamatra fennáll a (3.4) egyen-
lőtlenség.
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Két esetet különböztetünk meg. Először vizsgáljuk a 2 < p <∞ esetet.
Ekkor

E(ρ2(Zn, Zk,n)) = E
(∫

[0,1]d
|Zn(t)− Zk,n(t)|pdt

)2/p

=

E

(∫
[0,1]d

∣∣∣∣∣ 1√
|n|

∑
i≤k

(I{Ui ≤ t} − |t|)

∣∣∣∣∣
p

dt

)2/p

≤

≤ 1

|n|

(∫
[0,1]d

E

∣∣∣∣∣∑
i≤k

(I{Ui ≤ t} − |t|)

∣∣∣∣∣
p

dt

)2/p

= A

Ezután ismét két esetet különböztetünk meg.
Először a

∑
i≤k

E|I{Ui ≤ t} − |t||p ≥

(∑
i≤n

E|I{Ui ≤ t} − |t||2
)p/2

esetet vizsgáljuk.
Ekkor a Rosenthal-egyenlőtlenséget felhasználva kapjuk, hogy

A ≤ 1

|n|

(∫
[0,1]d

Kp

∑
i≤k

E|I{Ui ≤ t} − |t||pdt

)2/p

≤ K2/p
p

|k|2/p

|n|
≤ C∗

|k|
|n|

.

Ha a

∑
i≤k

E|I{Ui ≤ t} − |t||p <

(∑
i≤n

E|I{Ui ≤ t} − |t||2
)p/2

reláció áll fenn, akkor kapjuk, hogy

A ≤ 1

|n|

∫
[0,1]d

Kp

(∑
i≤k

E|I{Ui ≤ t} − |t||2
)p/2

dt

2/p

=

=
1

|n|

(∫
[0,1]d

Kp(|k||t|(1− |t|))p/2dt
)2/p

≤ Kp
|k|
|n|

.
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Ezután vizsgáljuk azt az esetet, amikor az 1 ≤ p ≤ 2 összefüggés áll fenn.
Ekkor

E(ρ2(Zn, Zk,n)) ≤ E
∫
[0,1]d
|Zn(t)− Zk,n(t)|2dt =

= E
∫
[0,1]d

∣∣∣∣∣ 1√
|n|

∑
i≤k

(I{Ui ≤ t} − |t|)

∣∣∣∣∣
2

dt =

=
1

|n|

∫
[0,1]d

E

(∑
i≤k

(I{Ui ≤ t} − |t|)

)2

dt ≤

≤ 1

|n|

∫
[0,1]d
|k||t|(1− |t|)dt ≤ |k|

|n|
,

amivel a bizonyítás teljes. �

38



4. fejezet

Integrál alakú majdnem biztos
határeloszlás-tételek

A fejezetben két folyamatot vizsgálunk és ezekkel kapcsolatban adunk meg
és bizonyítunk integrál alakú majdnem biztos határeloszlás-tételeket.

Az első tétel az

ξ′(t) =

[t]∑
i=1

I[0, 1t ](ξi), 1 ≤ t

folyamatról, illetve annak bizonyos – később ismertetésre kerülő – transzfor-
máltjával kapcsolatban állít majdnem biztos határeloszlás-tételt, ahol a ξi,
i ∈ N független, egyenletes eloszlású valószínűségi változók a [0, 1] interval-
lumon.

A fejezet másik tétele az

ξ(t) =
V (f(t))

(f(t))1/2
, 0 ≤ t

folyamatról állít majdnem biztos határeloszlás-tételt, ahol normális eloszlást
követ a határeloszlás, a V (t), t > 0 egy centrált, homogén véletlen folyamat,
míg az f(t) egy, a fejezetben ismertetésre kerülő függvény.

A fentieken kívül a fejezet tartalmaz még néhány fontos következményt is.
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A tételek bizonyításához szükségünk lesz Chuprunov-Fazekas tételnek az
alábbi változatára, amely a következő állítást tartalmazza.

4.1. tétel. (Chuprunov, Fazekas, [18], Theorem 2.1.) Legyen (M,ρ) egy
teljes, szeparábilis metrikus tér, jelölje B(M) az M Borel-halmazainak σ-
algebráját. Legyen a ξ(t), t ≥ 0 egy, az (Ω,A,P)-n értelmezett és M érté-
kű, mérhető folyamat. Tegyük fel, hogy léteznek olyan C < ∞ és β > 0
konstansok, egy monoton növekvő pozitív (cn)n≥1 sorozat, hogy limn→∞ cn =
∞ és fennáll, hogy cn+1/cn = O(1), továbbá létezik egy olyan szigorúan
monoton növekvő, nemkorlátos, nemnegatív (vn)n≥1 sorozat úgy, hogy min-
den olyan (l, k), k, l ∈ N pár esetén, amelyre k < l létezik egy M-értékű
ξlk(t), vk ≤ t < vk+1 folyamat a következő tulajdonságokkal: l < k ese-
tén {ξ(t) : vl ≤ t < vl+1} és {ξlk(t) : vk ≤ t < vk+1} egymástól függet-
len valószínűségi változó családok úgy, hogy minden olyan t esetén, amelyre
vk ≤ t < vk+1 fennáll, hogy

E% (ξ(t), ξlk(t)) ≤ C

(
cl
ck

)β
. (4.1)

Tegyük fel, hogy létezik egy monoton csökkenő pozitív d(t) függvény v1 ≤ t
úgy, hogy

∫ vk+1

vk
d(t) dt ≤ log(ck+1/ck) minden k esetén és

∫∞
v1
d(t) dt =∞.

Legyen D(T ) =
∫ T
v1
d(t) dt és

QT,ω(A) =
1

D(T )

∫ T

v1

δξ(t,ω)(A)d(t) dt, A ∈ B(M).

Ekkor bármely, a B(M) Borel-σ-algebrán értelmezett µ valószínűségi mérték
esetén a következő két állítás ekvivalens

QT,ω
w−→ µ, ha T →∞ (4.2)

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén,

1

D(T )

∫ T

v1

µξ(t)d(t) dt
w−→ µ, ha T →∞. (4.3)

�
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Integrál alakú majdnem biztos határeloszlás-tételek

4.1. korollárium. Legyenek (cn)n≥1, (vn)n≥1, d(t) és D(t) a 4.1. tételben
szereplő sorozatok, illetve függvények, továbbá legyen ξ(t) az ott szereplő fo-
lyamat. Tegyük fel továbbá, hogy a ζ olyan (M,ρ)-beli valószínűségi változó,
amelyre fennáll, hogy

ξ(t)
d−→ ζ, ha t→∞. (4.4)

Ekkor teljesül a

QT,ω
w−→ µζ , ha T →∞, (4.5)

konvergencia majdnem minden ω ∈ Ω esetén.

�

4.2. korollárium. Tegyük fel, hogy M = R és legyenek ϕξ(t)(x) és ϕµ(x) a
ξ(t), illetve a µ karakterisztikus függvénye. Ekkor a 4.1. tétel (4.3) feltétele
helyettesíthető az alábbi

lim
T→∞

1

D(T )

∫ T

v1

ϕξ(t)(x)d(t)dt = ϕµ(ξ), x ∈ R (4.6)

összefüggéssel.

4.1. megjegyzés. A következő vk = kα, ck = kβ, k = 1, 2, . . . (0 < α, 0 < β
rögzítettek), d(t) = 1

t
, t ≥ 1 és D(T ) = log(T ), T ≥ 1 választással a 4.1. tétel

fennáll.
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Integrál alakú majdnem biztos határeloszlás-tételek

4.1. Konvergencia a Poisson-eloszláshoz
Ebben a részben a bevezetőben említett

ξ′(t) =

[t]∑
i=1

I[0, 1t ](ξi), 1 ≤ t (4.7)

folyamat (ξi, i ∈ N független, egyenletes eloszlású valószínűségi változók a
[0, 1] intervallumon) egy bizonyos transzformációjáról látunk be majdnem
biztos határeloszlás-tételt, ahol a határeloszlás a sztenderd Poisson-eloszlás
(amelyet π-vel jelölünk és Eπ = 1 ).
A megfogalmazandó állítás a következő.

4.2. tétel. (Túri, [71], Theorem 2.1.) Legyen az f(t), 1 ≤ t olyan pozitív
függvény, amelyre fennáll, hogy

f(t)

tβ
(4.8)

monoton növekvő valamely β > 0 esetén, továbbá legyen ξ(t) = ξ′(f(t)),
(1 ≤ t).

Ekkor
1

log(T )

∫ T

1

δξ(t,ω)
dt

t

w−→ µπ, ha T →∞

P-majdnem biztosan.

Bizonyítás. Az ξ(t) eloszlása n = [f(t)] és p = 1/f(t) paraméterű binomiális
eloszlást követ. Ezért ξ(t) d−→ π, ha t→∞.

Legyen

ξ′l,k(t) =

[t]∑
i=l+1

I[0, 1t ](ξi), l < k ≤ t < k + 1.

Legyen továbbá ξl,k(t) = ξ′l,k(f(t)). Ekkor, ha l < k, akkor a következő
{ξ(t) : l < t ≤ l + 1} és {ξl,k(t) : k ≤ t < k + 1} családok függetlenek és
k ≤ t < k + 1 esetén fennáll, hogy

E|ξ(t)− ξl,k(t)| =
f(l)

f(t)
≤
(
l

k

)β
,

így felhasználva a 4.1. tételt adódik a tétel állítása. �
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Integrál alakú majdnem biztos határeloszlás-tételek

4.2. Konvergencia a normális eloszláshoz
Legyen a V (t), t > 0 centrált, homogén, korlátlanul osztható, független

növekményű folyamat véges szórásnégyzettel. A Kolmogorov-reprezentációt
([37], 18. fejezet) felhasználva a V (t) folyamat karakterisztikus függvényére
kapjuk, hogy

ϕV (t)(x) = E
(
eixV (t)

)
=

= exp

(
t

∫ ∞
−∞

(eixy − 1− ixy)
1

y2
dK(y)

)
, (4.9)

ahol x ∈ R és a K(y) monoton növekvő, korlátos függvény úgy, hogy fennáll
a K(−∞) = 0 összefüggés.

Definiáljuk a következő

ξ(t) =
V (f(t))

(f(t))1/2
, 0 ≤ t (4.10)

folyamatot, ahol f(t) rendelkezik a 4.2. tételben leírt tulajdonságokkal.
Ekkor kimondhatjuk az alábbi állítást.

4.3. tétel. (Túri, [71], Theorem 3.1.) Tekintsük a (4.10)-ban definiált ξ(t)
folyamatot, ahol a V (t) folyamat karakterisztikus függvénye a (4.9)-ben defi-
niált és az f(t) függvényre teljesül az 4.2. tétel (4.8) feltétele.

Ekkor

1

log(T )

∫ T

1

δV (f(t),ω)√
f(t)

dt

t

w−→ N (0, K(∞)), ha T →∞, (4.11)

P-majdnem biztosan.

Bizonyítás. Definiáljuk az alábbi

ξl,k(t) =
V (f(t))− V (f(l + 1))

(f(t))1/2
, l < k ≤ t

folyamatot.
Ekkor l < k esetén az {ξ(t) : l ≤ t < l + 1} és az {ξl,k(t) : k ≤ t < k + 1}

családok függetlenek.
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Integrál alakú majdnem biztos határeloszlás-tételek

Ha alkalmazzuk a (4.9) formulát, akkor k ≤ t < k + 1 esetén az alábbi

E|ξ(t)− ξl,k(t)| ≤
√

E(ξ(t)− ξl,k(t))2 =

√
E[V (f(l + 1))]2

f(t)
=

=

√
f(l + 1)

f(t)
K(∞) ≤

√
K(∞)

(
2l

k

)β/2
összefüggéseket kapjuk.

A konvergencia kritériumot alkalmazva ([37], 19. fejezet) kapjuk, hogy
ξ(t)

d−→ N (0, K(∞)), ha t→∞ , amivel a tétel bizonyítása teljes.
�

4.3. korollárium. (Túri, lásd [71], Corollary 3.1)
(a) Legyen π(t), 0 ≤ t a sztenderd Poisson-folyamat, azaz Eπ(t) = t.

Ekkor
1

log(T )

∫ T

1

δπ(f(t),ω)−f(t)√
f(t)

dt

t

w−→ N (0, 1), ha T →∞,

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén.
(b) Legyen W (t) a sztenderd Wiener-folyamat. Ekkor fennáll, hogy

1

log(T )

∫ T

1

δW (f(t),ω)√
f(t)

dt

t

w−→ N (0, 1), ha T →∞,

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén.
(c) Legyen U(t) az Ornstein-Uhlenbeck folyamat. Ekkor az U(t) felírható

az U(t) = Ce−mt/2W (emt), t > 0 alakban, ahol C,m > 0, W (t) pedig a
sztenderd Wiener-folyamat. Legyen f(t) = emt. Mivel f(t)

t
= emt

t
, 1 ≤ t, egy

monoton növekvő függvény, így (b) felhasználásával kapjuk, hogy

1

log(T )

∫ T

1

δU(t,ω)
dt

t

w−→ N (0, C2), ha T →∞,

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén.

�
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5. fejezet

Egy majdnem biztos
határeloszlás-tétel p-stabilis
eloszláshoz

Ebben a fejezetben Chuprunov-Fazekas egy tételére ([18], Proposition 3.5)
adunk egy alternatív bizonyítást.

A

ξ(t) =
V (f(t))

A(t)
−B(t), 0 < t <∞

folyamatra bizonyítunk majdnem biztos határeloszlás-tételt (a dolgozatban
lásd a 5.2. tételt), ahol az f : [0,∞[→ [0,∞[ rögzített, szigorúan monoton
növekvő függvény, az A : [0,∞[→]0,∞[ szintén rögzített függvény, míg a B(t)
függvényt úgy választjuk meg, hogy a ξ(t) folyamat karakterisztikus függvé-
nyére bizonyos – később részletezendő – tulajdonságok teljesüljenek, a V (t),
t ≥ 0 pedig egy független, stacionárius növekményű folyamat.

Ekkor fennáll az alábbi

1

log(T )

∫ T

1

δξ(t,ω)
dt

t

w−→ µZ , ha T →∞

majdnem biztos határeloszlás-tétel, ahol a Z p-stabilis valószínűségi változót
jelöl.

A fenti folyamat esetén a majdnem biztos határeloszlás-tétel bizonyításá-
hoz szükségünk lesz a fejezetben ismertetésre kerülő eredményre (lásd a dol-
gozat 5.1. tétele). A szóban forgó tétel kimondja, hogy ha adott a ξ1, ξ2, . . .
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Majdnem biztos határeloszlás-tétel p-stabilis eloszláshoz

Banach-térbeli független, azonos eloszlású valószínűségi változó sorozat és
létezik olyan (an)n≥1 sorozat, amelyre (α ∈]0, 2[) esetén fennáll, hogy

anm
an
≤ Cm

1
α
+τn , n,m = 1, 2, . . .

valamely τn egy nemnegatív egész számokból álló sorozat esetén úgy, hogy
limn→∞ τn = 0, továbbá fennáll az

E‖ξn‖β <∞

összefüggés bármely β ∈]0, α[ esetén és a
Legyen az (aln)n≥1 az (an)n≥1 olyan részsorozata, amelyre valamely c <∞

esetén fennáll, hogy aln ≤ caln−1 , n = 1, 2, . . . , a (bn)n≥1 pedig egy olyan B
értékű sorozat, amelyre a (

Sln
aln
− bln

)
n≥1

sztochasztikusan korlátos.
Ekkor bármely β ∈]0, α[ esetén fennáll a

sup
n

E
∥∥∥∥Slnaln − bln

∥∥∥∥β <∞
összefüggés.

A fejezetben a majdnem biztos konvergencia bizonyításához a fentebb le-
írt eredményen kívül szükségünk lesz még a Chuprunov-Fazekas-tételre (a
dolgozat 4. fejezetében a 4.1. tétel), illetve a Lévy-formulát is felhasználjuk,
amely a V (t) folyamat előállítását adja meg.
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Majdnem biztos határeloszlás-tétel p-stabilis eloszláshoz

5.1. Egy tétel a momentumok végességéről
Az alábbi tételre szükségünk lesz a majdnem biztos határeloszlás-tétel

bizonyításánál. Az tétel kimondja, hogy bizonyos – a tételben ismertetésre
kerülő – feltételek teljesülése estén a valószínűségi változók részletösszegeiből
álló normált részsorozat sorozat momentumainak a szuprémuma véges. Az
állítás a következő.

5.1. tétel. (Túri, [70], Theorem 2.1.) Legyen B egy valós, szeparábilis Ba-
nach-tér a ‖.‖ normával ellátva, legyen továbbá B a B halmaz Borel-halmazai-
ból álló σ-algebra. Legyenek ξ1, ξ2, . . . független, azonos eloszlású B-értékű
valószínűségi változók, legyen továbbá Sn = ξ1+· · ·+ξn, n = 1, 2, . . . . Tekint-
sünk egy a1, a2, . . . monoton növekvő, pozitív, valós számsorozatot és legyen
α ∈]0, 2] rögzített.

Tegyük fel, hogy fennáll az alábbi

anm
an
≤ Cm

1
α
+τn n,m = 1, 2, . . . (5.1)

összefüggés, ahol (τn)n≥1 egy nemnegatív egész számokból álló sorozat úgy,
hogy limn→∞ τn = 0.

Tegyük fel továbbá, hogy bármely β ∈]0, α[ esetén fennáll, hogy

E‖ξn‖β <∞. (5.2)

Legyen az (aln)n≥1 az (an)n≥1 olyan részsorozata, amelyre valamely c < ∞
esetén fennáll, hogy aln ≤ caln−1 , n = 1, 2, . . . , a (bn)n≥1 pedig egy olyan B
értékű sorozat, amelyre a (

Sln
aln
− bln

)
n≥1

(5.3)

sztochasztikusan korlátos.
Ekkor bármely β ∈]0, α[ esetén fennáll a

sup
n

E
∥∥∥∥Slnaln − bln

∥∥∥∥β <∞ (5.4)

összefüggés.
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Majdnem biztos határeloszlás-tétel p-stabilis eloszláshoz

Bizonyítás. Legyen S0 = 0 és ξ′1, ξ′2, . . . független másolatai a ξ1, ξ2, . . . való-
színűségi változóknak. Ekkor a ξ̃n = ξn−ξ′n, n = 1, 2, . . . a ξn szimmetrizáltja,
legyen továbbá S ′n = ξ′1 + ξ′2 + · · ·+ ξ′n. Ekkor az S̃n = Sn − S ′n, n = 1, 2, . . .
az Sn-nek (n = 1, 2, . . . ) a szimmetrizáltja.

Legyen az r egy tetszőleges pozitív egész szám úgy, hogy fenáll az ln−1 <
r ≤ ln reláció. Ekkor bármely d > 0 esetén teljesül, hogy

P

(
‖S̃r‖
ar

> d

)
≤ P

(
max
1≤i≤ln

‖S̃i‖ > dar

)
≤ P

(
max
1≤i≤ln

‖S̃i‖ >
d

c
aln

)
≤

≤ 2P
(
‖S̃ln‖ >

d

c
aln

)
≤ 4P

(
‖Sln − blnaln‖ >

1

2

d

c
aln

)
=

= 4P
(∥∥∥∥Slnaln − bln

∥∥∥∥ > 1

2

d

c

)
.

Az előzőekben felhasználtuk a Lévy-egyenlőtlenséget ([42] vagy [39]), a
szimmetrizációs egyenlőtlenséget ([39]) és az (aln)n≥1 sorozat tulajdonságát.

A fentiekből és az (5.3) összefüggésből következik, hogy az (S̃n/an)n≥1
sorozat sztochasztikusan korlátos. Ezért bármely ε > 0 esetén létezik olyan
d > 0 valós szám, hogy bármely r ∈ N esetén fennáll, hogy

P

(
‖S̃r‖
ar
≥ d

2

)
≤ ε. (5.5)

Az

S̃nk − S̃n(k−1) = ξ̃n(k−1)+1 + · · ·+ ξ̃nk, n = 1, 2, . . . ,m,

valószínűségi változók függetlenek és azonos eloszlásúak, ezért[
P

(
‖S̃n‖
anm

< d

)]m
= P

(
max1≤k≤m ‖S̃nk − S̃n(k−1)‖

anm
< d

)
=

= 1−P

(
max1≤k≤m ‖S̃nk − S̃n(k−1)‖

anm
≥ d

)
≥ 1−P

(
max1≤k≤m ‖S̃nk‖

anm
≥ d

2

)
≥

≥ 1− 2P

(
‖S̃nm‖
anm

≥ d

2

)
≥ 1− 2ε,
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Majdnem biztos határeloszlás-tétel p-stabilis eloszláshoz

ahol alkalmaztuk a Lévy-egyenlőtlenséget.
Ha alkalmazzuk a középértéktételt, akkor kapjuk, hogy 1 − (1 − 2ε)

1
m ≤

H(ε) 1
m
, ahol H(ε)→ 0, ha ε→ 0 (ε > 0).

Az előzőeket felhasználva kapjuk, hogy

P

(
‖S̃n‖
amn

≥ d

)
≤ 1− (1− 2ε)

1
m ≤ H(ε)

1

m
,

ahol a H(ε) csak a ε-tól függ.
Ezért

H(ε)
1

m
≥ P

(
‖S̃n‖
an
≥ d

amn
an

)
,

így (5.1)-et figyelembe véve kapjuk, hogy

H(ε)
1

m
≥ P

(
‖S̃n‖
an
≥ dCm

1
α
+τn

)
.

Helyettesítsük a dCm
1
α
+τn-t t-vel. Ekkor kapjuk, hogy m =

(
t
dC

) 1
1
α+τn =(

1
dC

) 1
1
α+τn tα−δ, ahol δ > 0, δ → 0, ha n→∞.

Ekkor

H(ε)(dC)
1

1
α+τn ≥ tα−δP

(
‖S̃n‖
an
≥ t

)
. (5.6)

Vizsgáljuk meg az (5.6) összefüggést. A C és az α rögzítettek, τn > 0, τn → 0.
ε > 0-ra a d értékét úgy választottuk meg, hogy az (5.6) teljesüljön. Ekkor
H(ε) csak ε-tól függ és limε→0H(ε) = 0. Ezért a baloldal korlátos. Mivel
t = dCm

1
α
+τn , ezért az (5.6) fennáll, ha t > t0, ahol t0 > 0 elegendően nagy

(azaz tulajdonképpen m-et választjuk elegendően nagyra).
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Ezért bármely t > t0 esetén érvényes a következő: bármely δ > 0 esetén
létezik egy nδ úgy, hogy ha n > nδ, akkor fennáll az

A ≥ tα−δP

(
‖S̃n‖
an
≥ t

)
(5.7)

összefüggés.
Ezért rögzített és elegendően kicsiny δ > 0 esetén bármely n > nδ-ra

fennáll, hogy

E

(
‖S̃n‖
an

)α−2δ

=

∫ ∞
0

(α− 2δ)tα−2δ−1P

(
‖S̃n‖
an
≥ t

)
dt ≤

≤ (α− 2δ)

∫ t0

0

tα−2δ−1dt+ (α− 2δ)

∫ ∞
t0

tα−2δ−1P

(
‖S̃n‖
an
≥ t

)
dt ≤

≤ (α− 2δ)

∫ t0

0

tα−2δ−1dt+ (α− 2δ)

∫ ∞
t0

At−δ−1dt =

= (α− 2δ)
tα−2δ0

α− 2δ
+ (α− 2δ)A

t−δ0

δ
=

= tα−2δ0 + (α− 2δ)A
t−δ0

δ
. (5.8)

Az (5.2)-ből adódik, hogy

max
n≤nδ

E

(
‖S̃n‖
an

)α−2δ

<∞.

Így az (5.8)-t felhasználva kicsiny δ > 0 esetén adódik, hogy

sup
n∈N

E

(
‖S̃n‖
an

)α−2δ

<∞. (5.9)

A desszimmetrizálási eljáráshoz az alábbi egyenlőtlenséget használjuk:

P
(
‖X̃‖ > t

2

)
≥ P (‖X − a‖ > t)P

(
‖X ′ − a‖ > t

2

)
minden t ≥ 0 esetén.
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Majdnem biztos határeloszlás-tétel p-stabilis eloszláshoz

Behelyettesítve az előzőekbe kapjuk, hogy

P

(
‖S̃ln‖
aln

≥ t

2

)
≥ P

(∥∥∥∥Slnaln − bln
∥∥∥∥ ≥ t

)
P
(∥∥∥∥S ′lnaln − bln

∥∥∥∥ ≤ t

2

)
.

Az (5.3)-ből következik, hogy fennáll a P
(∥∥∥S′lnaln − bln∥∥∥ ≤ t

2

)
> 1

2
összefüggés

minden n esetén, ha t elegendően nagy.
Alkalmazzuk ismét az E‖Xn‖s =

∫∞
0
sus−1P(‖X‖ ≥ u)du formulát és a

(5.9)-et, így megkapjuk a bizonyítandó (5.4) összefüggést.
�

5.2. Egy alkalmazás: majdnem biztos határelosz-
lás-tétel p-stabilis eloszláshoz

Tekintsük a V (t), t ≥ 0 független, stacionárius növekményű folyamatot és
tegyük fel, hogy V (0) = 0, a {V (t, ω) : t ≥ 0, ω ∈ Ω} halmaz mérhető, a V (t)
trajektóriái jobbról folytonosak és létezik a baloldali határértékük.

Ekkor a Lévy-formulát felhasználva (Gnedenko-Kolmogorov, [37]) a V (t)
karakterisztikus függvénye az alábbi

ϕV (t)(x) = E
(
eixV (t)

)
= ψ

(
t, x, b, σ2, L(y), R(y)

)
= (5.10)

= exp

(
t

{
ibx− σ2

2
x2 +

∫ 0

−∞

(
eixy − 1− ixy

1 + y2

)
dL(y)+

+

∫ ∞
0

(
eixy − 1− ixy

1 + y2

)
dR(y)

})
, x ∈ R

alakú, ahol L(y) balról folytonos, monoton növekvő, a ]−∞, 0[-án úgy, hogy
L(−∞) = 0, R(y) jobbról folytonos és monoton növekvő a ]0,∞[ interval-
lumon, továbbá R(∞) = 0 és L(y), illetve R(y) kielégítik az

∫ 0

−ε y
2dL(y) +∫ ε

0
y2dR(y) <∞ összefüggést bármely ε > 0 esetén.
A b = 0 és a σ = 0 esetet fogjuk vizsgálni. Tekintsük az alábbi

ξ(t) =
V (f(t))

A(t)
−B(t), 0 < t <∞ (5.11)

folyamatot, ahol f : [0,∞[−→ [0,∞[ egy rögzített, szigorúan monoton nö-
vekvő függvény, az A : [0,∞[−→]0,∞[ szintén rögzített, pozitív függvény,
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Majdnem biztos határeloszlás-tétel p-stabilis eloszláshoz

továbbá a B(t) folyamatot válasszuk meg úgy, hogy a ξ(t) folyamat karakte-
risztikus függvénye az alábbi

ϕξ(t)(x) = ψ(1, x, 0, 0, f(t)L(A(t)y), f(t)R(A(t)y)) =

ψ(x, f(t)L(A(t)y), f(t)R(A(t)y)) (5.12)

alakú legyen (a V (t) folyamatnál a b = 0 és a σ = 0 választással éltünk).
Ekkor

B(t) =

∫ 0

−∞
g(t, y)dL(y) +

∫ ∞
0

g(t, y)dR(y), (5.13)

ahol

g(t, y) =
f(t)

A(t)

y3

(1 + y2)(1 + y2/A2(t))

(
1− 1

A2(t)

)
. (5.14)

Ha azf(x) ≡ x választással élünk, akkor a ξ(t) folyamat karakterisztikus
függvénye

ϕξ(t)(x) = ψ(x, tL(A(t)y), tR(A(t)y)) (5.15)

alakú lesz.
Az L(t), illetve az R(t) függvényekről is felteszünk még néhány, az aláb-

biakban ismertetendő tulajdonságot, amely biztosítani fogja, hogy a később
ismertetésre kerülő majdnem biztos határeloszlástételben szereplő eloszlás
stabilis legyen.

Először legyen 0 < p < 2. Tekintsük a V (t) folyamat (5.10)-ben defini-
ált Lévy-reprezentációját és tegyük fel, hogy az L(y) és az R(t) függvények
kielégítik az

L(−t)
|R(t)|

→ c1
c2
, ha t→∞ (5.16)

és az

L(−t) + |R(t)|
L(−tx) + |R(tx)|

→ xp, ha t→∞ (5.17)

feltételeket minden x > 0 esetén, ahol c1, c2 ≥ 0 úgy, hogy c1 + c2 > 0.
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5.1. lemma. (Gnedenko, Kolmogorov, [37]) Ha az F (x) olyan eloszlásfügg-
vény, hogy valamely x0 > 0 esetén F (x) = L(x), ha x < −x0 és F (x)− 1 =
R(x), ha x > x0, akkor az F pontosan akkor van az Lp(t) = c1/|t|p és az
Rp(t) = c2/(−tp) alakú Lévy-reprezentációval rendelkező p-stabilis eloszlás
vonzási tartományában, ha fennállnak a (5.16) és a (5.17) összefüggések.

�
A (5.16) és a (5.17) feltételekből adódik, hogy az 1/L(−t), illetve 1/|R(t)|

reguláris változású függvény p kitevővel, ha c1 6= 0, illetve c2 6= 0.

5.2. lemma. (Bingham, Goldie, Teugels, [11], Theorem 1.5.12) Legyen az
A(t) egy pozitív, monoton csökkenő függvény úgy, hogy teljesül a

tL(−A(t))→ c1 > 0, ha t→∞, (5.18)

konvergencia. A (5.18) összefüggésből következik, hogy az A(t) aszimptotikus
inverze az 1/L(−t)-nek, ezért az A(t) reguláris változású 1/p kitevővel.

�

5.3. lemma. (Gnedenko, Kolmogorov, [37]) Az (5.16), (5.17) és az (5.18)
feltételek fennállása esetén

ξ(t)→ V (t), ha t→∞,

ahol a V egy p-stabilis valószínűségi változó az alábbi

ϕV (x) = ψ̄

(
x,

c1
|y|p

,− c2
yp

)
. (5.19)

karakterisztikus függvénnyel.

�
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Majdnem biztos határeloszlás-tétel p-stabilis eloszláshoz

Most tételezzük fel, hogy p = 2. Tekintsük a V (t) folyamatot a (5.10)
reprezentációval.

5.4. lemma. (Gnedenko, Kolmogorov, lásd [37], Sect. 35) Legyen az F (x)
olyan eloszlásfüggvény, amelyre valamely x0 > 0 esetén F (x) = L(x), ha
x < −x0, míg F (x)− 1 = R(x), ha x > x0.

Ekkor az F eloszlásfüggvény akkor és csak akkor van a normális eloszlás
vonzási tartományában, ha teljesül az alábbi

t2(L(−t)−R(t))∫ 0

−t x
2dL(x) +

∫ t
0
x2dR(x)

→ 0, ha t→∞, (5.20)

összefüggés.

�

5.5. lemma. (Bingham, Goldie, Teugels, [11], Theorem 8.3.1) A (5.20)-ból
következik, hogy

G(t) =

∫ 0

−t
x2dL(x) +

∫ t

0

x2dR(x) (5.21)

lassú változású függvény.

�

5.6. lemma. (Bingham, Goldie, Teugels, [11], Theorem 1.5.12) Tegyük fel,
hogy a A(t) egy pozitív, monoton növekvő függvény, továbbá fennáll a

t

(∫ 0

−A(t)

(
x

A(t)

)2

dL(x) +

∫ −A(t)
0

(
x

A(t)

)2

dR(x)

)
→ 1, ha t→∞

(5.22)

összefüggés.
A fenti (5.22) konvergenciából következik, hogy az A(t) reguláris változású

1/2 kitevővel.

�

5.7. lemma. (Gnedenko, Kolmogorov, [37]) Az (5.20) és az (5.22) feltételek
fennállása esetén a ξ(t) konvergál a sztenderd normális eloszláshoz.

�
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Majdnem biztos határeloszlás-tétel p-stabilis eloszláshoz

Ezután kimondhatjuk a ξ(t) folyamatra vonatkozó majdnem biztos határ-
eloszlás-tételt, amely a Chuprunov-Fazekas tétel ([18], Proposition 3.1.) és
belátására pedig egy alternatív bizonyítást adunk. A bizonyításához szüksé-
günk lesz az előzőekben ismertetésre került 5.1. tételre is.

5.2. tétel. (Chuprunov-Fazekas, [18], Proposition 3.1.) Tegyük fel, hogy a
ξ(t) folyamat karakterisztikus függvénye (5.15) alakú, tegyük fel továbbá, hogy
0 < p < 2 esetén fennállnak az (5.16), (5.17) és az (5.18) feltételek, míg
p = 2 esetén az (5.20) és az (5.22) tulajdonságok.

Ekkor fennáll a

1

log(T )

∫ T

1

δξ(t,ω)
dt

t

w−→ µZ , ha T →∞

konvergencia majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol a Z egy p-stabilis va-
lószínűséi változót jelöl jelöl: p = 2 esetén Z sztenderd normális eloszlást
követ, míg 0 < p < 2 esetén a Z eloszlása a V eloszlásával egyezik meg (V
karakterisztikus függvénye (5.19) alakú).

Bizonyítás. A bizonyítás megtalálható Túri [70] cikkében. A 4. fejezet 4.1.
tételében szereplő segédfolyamatot definiáljuk a következő módon

ξlk(t) =
V (f(t))− V (f(l + 1))

A(t)
−Bl(t),

ahol k ≤ t < k + 1 és

Bl(t) = B(t) +
A(t)

A(l + 1)

[∫ 0

−∞
g(l, y)dL(y) +

∫ ∞
0

g(l, y)dR(y)

]
, (5.23)

továbbá g a (5.14)-ben definiált függvény.
Ekkor l < k esetén az {ξ(t) : l < t ≤ l + 1} és az {ξlk(t) : k ≤ t < k + 1}

függetlenek.
Legyen k > l és az l elegendően nagy. Belátjuk, hogy

E|ξ(t)− ξl,k(t)|β ≤
(
C
l

t

)β/p′
≤
(
C
l

k

)β/p′
, ahol, k ≤ t ≤ k + 1, (5.24)
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a p′ olyan tetszőleges valós szám, amelyre fennáll, hogy p′ > p, továbbá a C
olyan konstans, amely független az l-től, a k-tól és a t-től.

Az A(t)
A(l+1)

[ξ(t)− ξl,k(t)] karakterisztikus függvénye az alábbi

ϕ A(t)
A(l+1)

[ξ(t)−ξl,k(t)]
(x) = ψ̄(x, f(l + 1)L(A(l + 1)y), f(l + 1)R(A(l + 1)y))

alakot ölti. Ezért az A(t)
A(l+1)

[ξ(t) − ξl,k(t)] eloszlása megegyezik az ξ(l + 1) =

Sl+1/A(l + 1) − Bl+1 eloszlásával, ahol Sl+1 = ξ1 + · · · + ξl+1 és a ξ1, ξ2, . . .
független, azonos eloszlású valószínűségi változók a ψ(1, x, b, 0, L(y), R(y))
együttes karakterisztikus függvénnyel. Ezért ez egy p-stabilis eloszláshoz
konvergál. Így sztochasztikusan korlátos ezért az (5.3) feltétel teljesül.

Az (5.1) bizonyításához felhasználjuk, hogy az 5.2. és az 5.6. lemmákból
következően az A(t) függvény 1/p exponensű reguláris változású függvény.
Ekkor létezik egy B > 0 konstans úgy, hogy minden x ≥ B esetén fennáll az

A(t) = t
1
p exp

(
η(t) +

∫ t

B

ε(x)

x
dx

)
,

összefüggés, ahol az η korlátos, mérhető függvény a [B,∞[ intervallumon úgy,
hogy η(x) → c, (|c| < ∞), továbbá az ε(x) egy folytonos függvény a [B,∞[
intervallumon úgy, hogy ε(x)→ 0, ha x→∞ ([67], Theorem 1.2).

Ekkor

A(mn)

A(n)
= m

1
p exp

(
η(mn)− η(n) +

∫ mn

n

ε(x)

x
dx

)
≤

≤ Cm
1
p exp

(
τn

∫ mn

n

1

x
dx

)
= Cm

1
p
+τn ,

ahol τn → 0, ha n→∞.
Belátjuk, hogy teljesül a 5.1. tétel (5.2) feltétele is. Ehhez felhasználjuk

azt, hogy egy F korlátlanul osztható eloszlásfüggvénynek pontosan akkor van
véges p-dik momentuma, ha fennáll az

∫
]−∞,−1[ |x|

pdL(x)+
∫
]1,∞[

xpdR(x) <∞
összefüggés ([61], 8. tétel).

Először vizsgáljuk meg a 0 < p < 2 esetet. c1 6= 0 esetén az L(t) reguláris
változású −p paraméterrel.

Ekkor ∫ −1
−∞
|x|βdL(u) = [(|x|βL(x)]−1−∞ −

∫ −1
−∞

L(x)d|x|β <∞,
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ha β < p. Ezért fennáll az E‖ξ1‖β <∞ összefüggés.
Ezután vizsgáljuk meg a p = 2 esetet. A (5.21)-ben megadott G(t) függ-

vény lassú változású.
Ekkor∫ −1

−∞
|x|βdL(x) +

∫ ∞
1

xβdR(x) =

∫ ∞
1

xβd(R(x)− L(−x)) =

∫ ∞
1

xβ
1

x2
dG(x) <∞,

ha β < 2.
Ezért, ha fennáll az l < k ≤ t ≤ k + 1 összefüggés, akkor

E|ξ(t)− ξl,k(t)|β = E
∣∣∣∣A(l + 1)

A(t)

(
Sl+1

A(l + 1)
−B(l + 1)

)∣∣∣∣β ≤
≤ C

(
A(l + 1)

A(t)

)β
≤ C

((
l + 1

t

) 1
p′
)β

elegendően nagy l esetén, ahol p′ > p. Itt felhasználtuk, hogy az A(t) regu-
láris változású 1/p paraméterrel. Ezzel a 5.2. tétel bizonyítása teljes.

�
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6. fejezet

Határeloszlás-tételek a
leghosszabb szériára

A fejezetben vizsgált problémák a pénzfeldobással kapcsolatosak: érmét
dobunk fel egymás után és az érmefeldobás során kialakuló leghosszabb tiszta
szériák számát, illetve azok határeloszlását vizsgáljuk. A fejezet első részé-
ben feltételezzük, hogy a pénzfeldobásnál használt érmék szabályosak, majd
a második részben áttérünk azon esetek vizsgálatára, amikor a feldobott
érmék nem szabályosak. A fejezet végén majdnem biztos határeloszlást is
kimondunk, illetve bizonyítunk.

Az eredmények Túri cikkén [69] alapulnak, továbbá felhasználjuk a Földes
[35], Móri [54] , Schilling [65], Gordon-Schilling-Waterman [38] és a Muselli
[57] eredményeket is.

A leghosszabb tiszta fej dobás vizsgálatával már Erdős és Rényi [25] is
foglalkozott: a szerzők belátták, hogy tetszőleges 0 < c1 < 1 < c2 < ∞
esetén majdnem minden ω ∈ Ω esetén létezik olyan N0 = N0(ω, c1, c2) szám
úgy, hogy [c1 LogN ] ≤ µ(N) ≤ [c2 LogN ], ha N ≥ N0, ahol µ(N) jelöli az
N dobás során kialakuló leghosszabb fej sorozat hosszát, továbbá LogN az
N szám kettes alapú logaritmusát.16

Később Erdős és Révész [24] is adott alsó, illetve felső korlátot a µ(N)-re.
Földes [35] a szabályos érméket vizsgálta és adott határeloszlás-tételeket

a leghosszabb fej széria eloszlásával kapcsolatban.
16A fejezetben, amikor a szabályos érmefeldobást tárgyaljuk, akkor a LogN jelöli az

N szám kettes alapú logaritmusát, a szabálytalan érmefeldobás tárgyalása esetén pedig a
kérdéses logaritmus alapja 1/p, ahol p annak valószínűsége, hogy fejet dobunk az érmével.
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Binswagner és Embrechts [12] játékelméleti és pénzügyi szempontból vizs-
gálta a kérdéskört.

Schilling áttekintő cikket [65] közölt a témakörrel kapcsolatban, publiká-
ciójában a téma algoritmuselméleti vonatkozásait is közli és az alkalmazási
lehetőségeket is bemutatja.

Fazekas és Noszály [31] vizsgálták a leghosszabb T-szennyezett fej széri-
áknak a határeloszlását és adtak rekurzív algoritmust a szabálytalan érmék
esetén.

A fejezet elején a szabályos érmefeldobások során kialakuló szériákat vizs-
gáljuk, a fejezet második felében pedig a szabálytalan érmefeldobások során
kialakuló szériákat vizsgáljuk és ezzel kapcsolatban majdnem biztos határel-
oszlás-tételt is kimondunk, illetőleg bizonyítunk.

Tegyük fel, hogy ξ1, ξ2, . . . független, azonos eloszlású valószínűségi válto-
zók úgy, hogy P(ξi = 1) = p, illetve P(ξi = 0) = q = 1 − p. Állapodjunk
meg abban, hogy ha 1-et írunk az azt jelenti, hogy fejet dobtunk, míg a 0
jelentése az, hogy írást dobtunk.

A fejezetben először belátjuk, hogy ha N →∞ és n→∞ úgy, hogy

N

2n+1
→ λ > 0,

akkor fennáll az alábbi

lim
N→∞

P(ξ̃∗(n,N) = k) =
e−2λ(2λ)k

k!

összefüggés, ahol k = 0, 1, 2 . . . , továbbá ξ̃∗(n,N) = ξ̃∗(n,N, ω) jelöli a le-
galább n hosszúságú diszjunkt tiszta fej vagy tiszta írás sorozatok számát.

A következő eredmény is a fejezetben található: ha fennáll az N
2n+1 → λ > 0

konvergencia N → ∞ és n → ∞ esetén – hasonlóan az előzekhez –, akkor
teljesül a

lim
N→∞

E(zξ
∗(n,N)) = exp

(
2λ

(
(1− 1

2
)z

1− 1
2
z
− 1

))
összefüggés, ahol ξ∗(n,N) = ξ∗(n,N, ω) jelöli az n hosszúságú tiszta fej vagy
tiszta írás sorozatok számát.

Ebben a fejezetben belátjuk, hogy 0 < x <∞ esetén fennáll a

lim
n→∞

P
(
τ ∗(n)

2n+1
≤ x

)
= 1− e−2x
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összefüggés, ahol τ ∗(n) az a legkisebb dobásszám, amely esetén a dobássoro-
zatban egy n hosszúságú tiszta fej vagy egy n hosszúságú tiszta írás szériát
kapunk, azaz

τ ∗(n) = min{N | ξ∗(n,N) > 0}.

A fejezetben kerül ismertetésre az alábbi eredmény is: bármely k egész
esetén fennáll a

P(µ∗(N)− [Log(N − 1)] < k) = exp(−2−(k−{Log(N−1)})) + o(1)

összefüggés, ahol µ∗(N) = µ∗(N,ω)-val jelöltük a leghosszabb tiszta fej soro-
zatok vagy a leghosszabb tiszta írás sorozatok hosszát az N dobásból, azaz

µ∗(N) = max{n | ξ∗(n,N) > 0}.

A fejezet második részében nem szabályos érmékkel végezzük a feldobást,
azaz azt az esetet vizsgáljuk, amikor a p > q eset áll fenn.

Belátjuk, hogy bármely 0 < x <∞ esetén fennáll a

lim
n→∞

P(τ ∗(n)qpn ≤ x) = 1− e−x

összefüggés.
A fejezet végén igazoljuk az alábbi

lim
n→∞

1

log n

n∑
i=1

1

i
I(µ∗(i)− Log i < t) =

{∫ t+1

t
exp

[
−
(
1
2

)y]
dy, ha p = 1

2∫ t+1

t
exp [−qpy] dy, ha p > 1

2

majdnem biztos határeloszlás-tételt.
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6.1. Határeloszlás-tételek a leghosszabb szériára
A fejezetben szükségünk lesz az alábbi jelölésekre.
Jelöljük N -el azt, hogy hányszor dobtunk az érmével.
Jelöljük ξ(n,N) = ξ(n,N, ω)-val az n hosszúságú tiszta fej sorozatok szá-

mát.
Jelöljük ξ∗(n,N) = ξ∗(n,N, ω)-val az n hosszúságú tiszta fej vagy tiszta

írás sorozatok számát.
Jelöljük ξ̃(n,N) = ξ̃(n,N, ω)-val a legalább n hosszúságú diszjunkt tiszta

fej sorozatok számát.
Jelöljük ξ̃∗(n,N) = ξ̃∗(n,N, ω)-val a legalább n hosszúságú diszjunkt tisz-

ta fej vagy tiszta írás sorozatok számát.
Legyen τ(n) = τ(n, ω) az a legkisebb dobásszám, amely esetén a dobásso-

rozatban egy n hosszúságú tiszta fej szériát kapunk, azaz

τ(n) = min{N | ξ(n,N) > 0}.

Legyen τ ∗(n) = τ ∗(n, ω) az a legkisebb dobásszám, amely esetén a do-
bássorozatban egy n hosszúságú tiszta fej vagy egy n hosszúságú tiszta írás
szériát kapunk, azaz

τ ∗(n) = min{N | ξ∗(n,N) > 0}.

Jelölje µ(N) = µ(N,ω) a leghosszabb tiszta fej sorozat hosszát az N
dobásból, azaz

µ(N) = max{n | ξ(n,N) > 0}.

Jelölje µ∗(N) = µ∗(N,ω) a leghosszabb tiszta fej sorozat vagy a leg-
hosszabb tiszta írás sorozat hosszát az N dobásból, azaz

µ∗(N) = max{n | ξ∗(n,N) > 0}.

61



Határeloszlás-tételek a leghosszabb szériára

Elevenítsük fel először a Földes-féle eredményeket, amelyek arra vonatkoz-
nak, amikor a pénzfeldobásokat szabályos érmével végezzük.

6.1. tétel. (Földes, [35], Theorem 1) Ha N →∞ és n→∞ úgy, hogy

N

2n+1
→ λ > 0, (6.1)

akkor fennáll az alábbi

lim
N→∞

P(ξ̃(n,N) = k) =
e−λλk

k!
(6.2)

összefüggés, ahol k = 0, 1, 2 . . . .

6.2. tétel. (Földes, [35], Theorem 2) Az előző tétel feltételeinek a fennállása
esetén a ξ(n,N) eloszlása konvergál az összetett Poisson-eloszláshoz17

E(zξ(n,N))→ exp

(
λ

(
(1− 1

2
)z

1− 1
2
z
− 1

))
. (6.3)

6.3. tétel. (Földes, [35], Theorem 3) A 0 < x <∞ feltétel teljesülése esetén
fennáll, hogy

lim
n→∞

P
(
τ(n)

2n+1
≤ x

)
= 1− e−x. (6.4)

6.4. tétel. (Földes, [35], Theorem 4) Bármely egész k esetén fennáll a

P(µ(N)− [LogN ] < k) = exp(−2−(k+1−{LogN})) + o(1) (6.5)

összefüggés, ahol [a] jelöli az ’a’ egészrészét és {a} = a− [a].

A következőkben felhasználjuk az alábbi Schillingtől [65] származó ered-
ményt, amely a legalább n hosszúságú diszjunkt tiszta fej sorozatok száma és
a legalább n hosszúságú diszjunkt tiszta fej vagy tiszta írás sorozatok száma,
azaz a ξ̃(n,N) és a ξ̃∗(n,N) valószínűségi változók között teremt kapcsolatot,
amely a következő.

17A ξ valószínűségi változó összetett Poisson-eloszlású, ha léteznek ξ1, ξ2, . . . független,
azonos eloszlású valószínűségi változók és egy tőlük független Poisson-eloszlású N = N(ω)
valószínűségi változó úgy, hogy a ξ eloszlása megegyezik az SN = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN összeg
eloszlásával.
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6.5. tétel. (Schilling, [65]) Fennáll az alábbi

2 card{ξ̃(n− 1, N − 1) = k} = card{ξ̃∗(n,N) = k} (6.6)

(k = 1, 2 . . . ) összefüggés.18

�
Ezután az előbbiekben ismertetett eredmények felhasználásával kimond-

hatjuk és bizonyíthatjuk a következő tételeket.

6.6. tétel. (Túri, [69], Theorem 2.6) Ha N →∞ és n→∞ úgy, hogy

N

2n+1
→ λ > 0, (6.7)

akkor fennáll az alábbi

lim
N→∞

P(ξ̃∗(n,N) = k) =
e−2λ(2λ)k

k!
(6.8)

összefüggés, ahol k = 0, 1, 2 . . . .

Bizonyítás. Ha felhasználjuk a (6.6) összefüggést, akkor k = 0, 1, 2 . . .
esetén kapjuk, hogy

P(ξ̃∗(n,N) = k) =
card{ξ̃∗(n,N) = k)}

2N
=

2 card{ξ̃(n− 1, N − 1) = k)}
2N

=

= P(ξ̃(n− 1, N − 1) = k).

Ha fennáll a N
2n+1 → λ reláció, akkor igaz az alábbi

N − 1

2(n−1)+1
= 2

N − 1

N

N

2n+1
→ 2λ.

összefüggés is.
A 6.1. tétel felhasználásával kapjuk, hogy

lim
n→∞

P(ξ̃∗(n,N) = k) = e−2λ
(2λ)k

k!
,

amivel a 6.6. tétel bizonyítása teljes.
�

18cardA-val jelöltük az ’A’ halmaz számosságát.
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6.7. tétel. (Túri, [69], Theorem 2.7) A (6.7) feltétel teljesülése esetén fenn-
áll az alábbi

lim
N→∞

E(zξ
∗(n,N)) = exp

(
2λ

(
(1− 1

2
)z

1− 1
2
z
− 1

))
(6.9)

összefüggés.

Bizonyítás. A (6.6) feltétel felhasználásával kapjuk, hogy

E(zξ
∗(n,N)) =

∞∑
k=0

zkP(ξ∗(n,N) = k) =
∞∑
k=0

zk card{ξ∗(n,N) = k}/2N =

=
∞∑
k=0

zk2 card{ξ(n− 1, N − 1) = k}/2N =
∞∑
k=0

zkP(ξ(n− 1, N − 1) = k) =

E(zξ(n−1,N−1)).

A 6.2. tétel felhasználásával kapjuk, hogy

E(zξ(n−1,N−1)) = exp

(
2λ

(
(1− 1

2
)z

1− 1
2
z
− 1

))
,

amivel a bizonyítás teljes.
�

A következő tétel szerint a τ∗

2n+1 valószínűségi változó exponenciális elosz-
lást követ, amelynek a paramétere 2.

6.8. tétel. (Túri, [69], Theorem 2.8) Bármely 0 < x <∞ esetén fennáll a

lim
n→∞

P
(
τ ∗(n)

2n+1
≤ x

)
= 1− e−2x (6.10)

összefüggés.

Bizonyítás. A tétel az alábbi számolás és a 6.3. tétel közvetlen következ-
ménye

P
(
τ ∗(n)

2n
> x

)
= P( a [2nx] darab dobás során nem jön

létre n hosszúságú széria) =
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card{a [2nx] darab dobás során nem jön létre n hosszúságú széria}
2[2nx]

=

2 card{a [2nx]− 1 darab dobás során nem jön létre n− 1 hosszúságú fej széria}
2[2nx]

=

= P(τ(n− 1) > [2nx]− 1) = P
(
τ(n− 1)

2n
>

[2nx]− 1

2n

)
=

= P
(
τ(n− 1)

2n
> x+ an

)
= P

(
τ(n− 1)

2n
− an > x

)
,

ahol [2nx]−1
2n

= x + an és an → 0. A Szluckij-lemma és a 6.3. tétel felhaszná-
lásával kapjuk, hogy

lim
n→∞

P
(
τ(n− 1)

2n
− an > x

)
= e−x,

amiből adódik, hogy

lim
n→∞

P
(
τ ∗(n)

2n+1
≤ x

)
= 1− e−2x,

amivel a bizonyítás teljes.
�

6.9. tétel. (Túri, [69], 2.9.tétel) Bármely k egész esetén fennáll a

P(µ∗(N)− [Log(N − 1)] < k) = exp(−2−(k−{Log(N−1)})) + o(1). (6.11)

összefüggés.

Bizonyítás. A 6.5. tételből kapjuk, hogy

P(µ∗(N)− [Log(N − 1)] < k) =
card{µ∗(N)− [Log(N − 1)] < k}

2N
=

2 card{µ(N − 1)− [Log(N − 1)] < k − 1}/2N =

P(µ(N − 1)− [Log(N − 1)] < k) =

exp
(
−2−(k−{Log(N−1)})

)
+ o(1),

ahol alkalmaztuk a 6.4. tételt, amivel a bizonyítás teljes.
�
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6.2. Határeloszlás-tétel a nem szimmetrikus eset-
ben

Ebben a részben vizsgáljuk azt az esetet, amikor az érme nem szimmetri-
kus.

Jelöljük p-vel annak a valószínűségét, hogy fejet dobunk, míg q = 1 − p
jelölje az írás valószínűségét. Jelöljük VN(p)-vel a valószínűségét annak, hogy
az N kísérlet során a leghosszabb széria fej dobásokból áll. Ekkor Musselli
[57]-ben közölt 5. tételéből19 adódóan

lim
N→∞

VN(p) =

{
0, ha 0 ≤ p < 1

2
,

1, ha 1
2
< p ≤ 1.

(6.12)

6.10. tétel. (Túri, [69], Theorem 2.10) Tegyük fel, hogy p > q. Ekkor
bármely 0 < x <∞ esetén fennáll a

lim
n→∞

P(τ ∗(n)qpn ≤ x) = 1− e−x. (6.13)

összefüggés.

Bizonyítás. Az alábbi

lim
n→∞

P(τ(n)qpn ≤ x) = 1− e−x. (6.14)

összefüggés bizonyítás nélkül megtalálható a Móri [54] cikkben, bizonyítással
együtt pedig a Fazekas-Noszály közleményben [31]. Ha felhasználjuk a (6.12)
és a (6.14)-et, akkor megkapjuk a (6.13)-at, amivel a 6.10. tétel bizonyítása
teljes. �

6.11. tétel. (Túri, [69], Theorem 2.11) Tegyük fel, hogy 1 > p > q. Ekkor
bármely k egész esetén fennáll az

P(µ∗(N)− [LogN ] < k) = exp(−qpk−{LogN}) + o(1). (6.15)

összefüggés.

Bizonyítás. A Gordon-Schilling-Waterman [38] vagy a Fazekas-Noszály [31]
eredményből adódik a

19Musselli tétele szerint a nagyobb valószínűségű érmeoldal a kialakuló szériák szem-
pontjából teljesen dominánsá válik N →∞ esetén, azaz a kisebb valószínűségű érmeoldal
nem befolyásoló tényező és 1 valószínűséggel a leghosszabb széria a nagyobb valószínűségű
érmeoldalból fog állni, még akkor is, ha a kisebb valószínűség csak "egy kicsivel kisebb"
1/2-nél.
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P(µ(N)− [LogN ] < k) = exp(−qpk−{LogN}) + o(1) (6.16)

összefüggés.
Ha felhasználjuk a (6.12)-t és a (6.16)-ot, akkor kapjuk (6.15)-öt, amivel

a bizonyítás teljes.
�

6.3. Egy majdnem biztos határeloszlás-tétel a
leghosszabb szériára

Ebben a részben is szabálytalan érméket vizsgálunk és majdnem biztos
határeloszlás-tétel kerül ismertetésre a leghosszabb szériára.

6.1. lemma. (részesete a Móri [54]-ben a corollary 5.1-nek) Fennáll az

lim
n→∞

1

log n

n∑
i=1

1

i
I(µ(i)− Log i < t) =

∫ t+1

t

exp(−qpz)dz (6.17)

konvergencia majdnem biztosan.

�
Az E(τ ∗(n))-et jelöljük egyszerűen E(n)-nel, míg a P(τ ∗(n) = n)-et p(n)-

nel.
A majdnem biztos tétel bizonyításához szükségünk lesz az alábbi eredmé-

nyekre.

6.2. lemma. (Móri, [54], lemma 2.2.) Fennáll a

lim
n→∞

P
(
τ ∗(n)

E(n)
> t

)
= e−t (6.18)

konvergencia t ≥ 0-ban egyenletesen.

�
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6.1. propozició. (részesete a Móri [54]-ben a Theorem 3.1-nek)
Tegyük fel, hogy az f egy pozitív, monoton növekvő, differenciálható függ-

vény úgy, hogy fennáll az E(m) ∼ f(m) összefüggés és létezik a

c = lim
t→∞

(log f(t))′ (6.19)

határérték. Legyen g = f−1. Tegyük fel, hogy 0 < c <∞.
Ekkor minden t ∈ R esetén

lim
n→∞

1

log n

n∑
i=1

1

i
I(µ∗(i)− g(i) < t) =

∫ 1

0

F (c(t+ z))dz (6.20)

majdnem biztosan, ahol F (z) = exp(− exp(−z)).

�
A következő tétel a majdnem biztos határeloszlás-tétel a leghosszabb szé-

riára.

6.12. tétel. (Túri, [69], Theorem 3.4.) Fennáll a

lim
n→∞

1

log n

n∑
i=1

1

i
I(µ∗(i)− Log i < t) = (6.21){∫ t+1

t
exp

[
−
(
1
2

)y]
dy, ha p = 1

2∫ t+1

t
exp [−qpy] dy, ha p > 1

2

konvergencia P-majdnem biztosan.

Bizonyítás. A bizonyítás során két esetet különböztetünk meg.
Először legyen p = 1/2. A 6.8. tételből adódóan a τ∗(n)

2n+1 valószínűségi
változó 1/2 várható értékű exponenciális eloszláshoz tart, azaz P( τ

∗(n)
2n

>
t)→ e−t, ha n→∞.

Megmutatjuk, hogy fennáll az Eµ∗(n) ∼ 2n összefüggés. A 6.2. lemmá-
ból adódik, hogy limn→∞ P

(
τ∗(n)
E(n)

> t
)

= e−t. Ha felhasználjuk a típusokra
vonatkozó konvergenciatételt (Gnedenko, Kolmogorov, [37], Theorem 2, Sec-
tion 10), akkor kapjuk, hogy E(n)

2n
→ 1, ha n→∞.

A 6.1. propozícióban a függvények választhatók a következőképpen: f(x) =
2x és g(x) = Log x, így kapjuk, hogy c = limt→∞(log f(t))′ = log 2 ∈]0,∞[,
ezért alkalmazhatjuk a 6.1. propozíciót.
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Ekkor

lim
n→∞

1

log n

n∑
i=1

1

i
I(µ∗(i)− Log i < t) = lim

n→∞

1

log n

n∑
i=1

1

i
I(µ∗(i)− g(i) < t) =

∫ 1

0

exp [− exp(−c(t+ z))] dz =

∫ 1

0

exp

[
−
(

1

2

)t+z]
dz =

=

∫ t+1

t

exp

[
−
(

1

2

)y]
dy.

Most tegyük fel, hogy p > 1/2. A 6.10. tételből adódóan fennáll a

lim
n→∞

P(τ ∗(n)qpn > x) = e−x. (6.22)

összefüggés.
A 6.2. lemmából adódik, hogy

lim
n→∞

P
(
τ ∗(n)

E(n)
> x

)
= e−x. (6.23)

Így E(n)
(qpn)−1 → 1, ha n → ∞. Ezért fennáll, hogy E(n) ∼ (qpn)−1. Így

f(x) = q−1p−x = 1
q

(
1
p

)x
. Ezért g(x) = Log x + Log q és c = log 1

p
, amivel a

bizonyítás teljes.
�
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7. fejezet

Majdnem biztos
határeloszlás-tételek és egy
egyenlőtlenség a véletlen
elhelyezésre

A dolgozat ezen fejezetében a véletlen elhelyezéssel kapcsolatban megje-
lenő határeloszlásokat vizsgáljuk. A véletlen elhelyezést a következőképpen
modellezhetjük: helyezzünk el egymásután n darab labdát egymástól függet-
lenül N darab dobozba és számoljuk meg azon dobozok számát – jelölve ezt
µr(n,N)-nel –, amelyek pontosan r darab labdát tartalmaznak.

A fejezetben a µr(n,N) tulajdonságait vizsgáljuk: több majdnem biz-
tos határeloszlás-tételt fogalmazunk meg vele kapcsolatban, mindenekelőtt
azonban belátunk egy egyenlőtlenséget, amely felhasználásával (és a Fazekas-
Chuprunov tétel segítségével) kerülnek bizonyításra az előbb említett határ-
eloszlás-tételek.

A µr(n,N) kifejezésre a szakirodalomban számos határeloszlás-tétel ismert
(Weiss [77], Rényi [62], Békéssy [5], illetve a Kolchin-Sevastyanov-Chistyakov
monográfia [46]). Ismert, hogy ha a paraméterek az úgynevezett központi
tartományon találhatóak, akkor a µr(n,N) kifejezés sztenderdizáltjának a
határeloszlása sztenderd normális. Azonban bizonyos tartományokon a ha-
táreloszlás Poisson-eloszlást követ.

70



Majdnem biztos határeloszlás-tételek a véletlen elhelyezésre

7.1. A véletlen elhelyezés néhány alapvető tulaj-
donsága

Ebben a részben először formalizáljuk a véletlen elhelyezést, majd felso-
roljuk a vele kapcsolatos alaptulajdonságokat, úgy mint a várható értéket, a
szórást és a kovarianciát.

Tegyük fel, hogy a ξ, ξi, i ∈ N független, a [0, 1]-en egyenletes eloszlású
valószínűségi változók. Legyen N ∈ N és tekintsük a [0, 1[ intervallum 4i =
4N,i =

[
i−1
N
, i
N

[
, 1 ≤ i ≤ N beosztását.

A 4i, i = 1, 2, . . . , N intervallumokra úgy tekintünk, mint dobozokra,
továbbá a ξi-ket tekintjük a ξ realizációinak. Mindegyik realizációt úgy te-
kintjük, mint véletlen elhelyezést N dobozba. A ξj ∈ 4i jelentése: a j-edik
labda az i-edik dobozba esik.

Legyen n ∈ N és A(0) = {1, 2, . . . , n}. Ekkor a

µr(n,N) =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊂A(0)

∏
j∈A

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(0)\A

I{ξj /∈4i} (7.1)

kifejezés – összhangban a bevezetésben leírtakkal – azon dobozok számát
adja, amelyek pontosan r darab golyót tartalmaznak, ahol IB-vel jelöltük a
B halmaz indikátorfüggvényét.

Könnyen látható, hogy

Eµr(n,N) = NCr
n

1

N r

(
1− 1

N

)n−r
,

ahol Cr
n =

(
n
r

)
a binomiális együttható.

Ha n,N ∈ N, akkor legyen α = n
N

és pr(α) = (αr/r!)e−α. Ismertek az
alábbi (7.2) és (7.3) határérték-relációk ([46], 2. fejezet, 1. rész, 1. tétel), ha
r és t rögzítettek, továbbá, ha n,N →∞ úgy, hogy α = o(N).

Ekkor tehát

Eµr(n,N) = Npr(α) + pr(α)(r − α/2− C2
r /α) +O(1/N), (7.2)

továbbá a kovarianciára fennáll, hogy

cov(µr(n,N), µt(n,N)) ∼ Nσrt(α), (7.3)
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ahol

σrr(α) = pr(α)(1− pr(α)− pr(α)(α− r)2/α)

és
σrt(α) = −pr(α)pt(α)(1 + (α− r)(α− t)/α),

ha t 6= r.
Vezessük be a következő jelölést

D(r)
n,N =

√
D2µr(n,N) =

√
cov(µr(n,N), µr(n,N)).

Szükségünk lesz az alábbi összefüggésre is.

7.1. megjegyzés. Fennáll az alábbi

1− pr(α)− pr(α)
(α− r)2

α
≥ cr > 0,

összefüggés, ha r ≥ 2 rögzített és α tetszőleges vagy ha r = 0 vagy r = 1 és
fennáll, hogy α ≥ α0 > 0.

A véletlen elhelyezéssel kapcsolatos tételeknél az n és az N szerepe rögzí-
tett, ezért a (n,N), (k,K) ∈ N2 jelölést használjuk.

Legyen

S
(r)
n,N =

µr(n,N)− Eµr(n,N)

D(r)
n,N

a µr(n,N) valószínűségi változó sztenderdizáltja, ahol (n,N) ∈ N2.

7.2. Az egyenlőtlenség
Legyen n,N, r ∈ N, 0 ≤ k ≤ n, ahol a korábban említett modellnek

megfelelően n jelöli a labdák számát, N a dobozok számát, továbbá a ξj
valószínűségi változó jelöli a j-edik labdát és 4i jelöli az i-edik dobozt. Ve-
zessük be a következő A(k) = {k + 1, . . . , n}, k = 0, 1, . . . , n − 1 halmazokat
és legyen
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ζn = ζn,N =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

∏
j∈A

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(0)\A

I{ξj /∈4i}−

−NCr
n

1

N r

(
1− 1

N

)n−r
.

Látható, hogy ζn = µr(n,N)− Eµr(n,N), továbbá fennáll, hogy

ζn =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

(ηiA − EηiA),

ahol
ηiA =

∏
j∈A

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(0)\A

I{ξj /∈4i}

annak az eseménynek az indikátora, hogy az i-edik doboz tartalmazza azokat
(és csak azokat) a golyókat, amelyeknek az indexei az A halmazban találha-
tóak. Jelöljük Fk,n-vel a ξk+1, . . . , ξn valószínűségi változók által generált
σ-algebrát.

A továbbiak során szükségunk lesz az η(k)iA = E(ηiA|Fk,n) és a

ζkn = ζknN = E(ζn|Fk,n) =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

(η
(k)
iA − Eη(k)iA ) =

=
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

1

N r−|A∩A(k)|

(
1− 1

N

)k−(r−|A∩A(k)|)

(7.4)

×
∏

j∈A∩A(k)

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(k)\A

I{ξj /∈4i} −
1

N r

(
1− 1

N

)n−r
feltételes várható értékekre.
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A következő egyenlőtlenség fontos szerepet játszik a későbbi állításaink
bizonyításakor.

7.1. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Túri, [30], Theorem 2.1) Tegyük fel, hogy
0 < k < n, 0 < r ≤ n és az N rögzített. Ekkor fennáll, hogy

E(ζn − ζkn)2 ≤ ckαr−1

[(
1− 1

N

)n+k
αr +

(
1− 1

N

)n−r]
(α + 1), (7.5)

ahol c <∞ és nem függ n-től, N-től és k-tól, azonban függhet r-től.

Bizonyítás. Mivel fennállnak az EηiA = Eη(k)iA és az

E(ηi1A1 − η
(k)
i1A1

)(ηi2A2 − η
(k)
i2A2

) = E(ηi1A1ηi2A2)− E(η
(k)
i1A1

η
(k)
i2A2

)

összefüggések bármely A1 és A2 halmazok esetén, így kapjuk, hogy

E(ζn − ζkn)2 = E

 N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

(ηiA − η(k)iA )

2

=

=
N∑

i1,i2=1

 ∑
|A1|=|A2|=r,A1,A2⊂A(0)

E(ηi1A1 − η
(k)
i1A1

)(ηi2A2 − η
(k)
i2A2

)


=
∑
i1 6=i2

 ∑
A1∩A2 6=∅,|A1|=|A2|=r,A1,A2⊂A(0)

(
E(ηi1A1ηi2A2)− E(η

(k)
i1A1

η
(k)
i2A2

)
)+

∑
i1 6=i2

 ∑
A1∩A2=∅,|A1|=|A2|=r,A1,A2⊂A(0)

(
E(ηi1A1ηi2A2)− E(η

(k)
i1A1

η
(k)
i2A2

)
)+

+
N∑
i=1

 ∑
A1 6=A2,|A1|=|A2|=r,A1,A2⊂A(0)

(
E(ηiA1ηiA2)− E(η

(k)
iA1
η
(k)
iA2

)
)

+
N∑
i=1

 ∑
|A|=r,A⊂A(0)

(
E(ηiA)2 − E(η

(k)
iA )2

) = B1 +B2 +B3 +B4.

Vizsgáljuk most a B1, B2, B3, B4 tagokat külön-külön.
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Először tekintsük a B1-et.
Legyen i1 6= i2, A1 ∩ A2 6= ∅ és j ∈ A1 ∩ A2.
Ekkor kapjuk, hogy

I{ξj∈4i1}I{ξj∈4i2} = 0,

amiből következik, hogy E(ηi1A1ηi2A2) = 0. Ezért fennáll, hogy B1 ≤ 0.
Tekintsük most a B3 tagot. Ekkor i1 = i2 és A1 6= A2. Ha j ∈ A1 \ A2

vagy j ∈ A2 \ A1, akkor az

I{ξj∈4i1}I{ξj /∈4i2} = 0,

vagy az

I{ξj /∈4i1}I{ξj∈4i2} = 0,

összefüggés áll fenn, amiből következik, hogy E(ηi1A1ηi2A2) = 0, azaz fennáll
a B3 ≤ 0 reláció.

Most vizsgáljuk meg a B2-es tagot. Legyen tehát i1 6= i2 és A1 ∩ A2 = ∅.
Ekkor

E(ηi1A1ηi2A2)− E(η
(k)
i1A1

η
(k)
i2A2

) =
1

N2r

(
1− 2

N

)n−2r
−

− 1

N2r

(
1− 1

N

)2k−(2r−|A(k)∩A1|−|A(k)∩A2|)(
1− 2

N

)n−k−|A(k)∩A1|−|A(k)∩A2|

=

=
1

N2r

((
1− 2

N

)n−2r
−
(

1− 1

N

)2k−2r+x(
1− 2

N

)n−k−x)
.

Itt x = |A(k) ∩ A1|+ |A(k) ∩ A2|, ezért 0 ≤ x ≤ min{2r, n− k}.
Legyen most a =

(
1− 2

N

)
és b =

(
1− 1

N

)
. Ekkor 0 < a < b < 1, továbbá

b2 − a = 1
N2 .

A B2-t először az x = 2r esetben vizsgáljuk meg, ami azt jelenti, hogy
A1, A2 ⊂ A(k).
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Ennek a tagnak a számossága N(N − 1)(n− k)!/(r!r!(n− k − 2r)!)
A kérdéses tagot az alábbiakban becsüljük∣∣∣∣∣ 1

N2r

((
1− 2

N

)n−2r
−
(

1− 1

N

)2k (
1− 2

N

)n−k−2r)∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ 1

N2r
an−k−2r(ak − b2k)

∣∣∣∣ ≤ 1

N2r
an−k−2rkb2(k−1)

1

N2
,

ahol felhasználtuk a középérték-tételt.
Ezért B2 szóban forgó része nem nagyobb mint

N(N − 1)
(n− k)!

r!r!(n− k − 2r)!

1

N2r

(
1− 2

N

)n−k−2r
k

(
1− 1

N

)2(k−1)
1

N2
= B21.

Ezután vizsgáljuk meg a B2-es tagból visszamaradt részt, azaz azt, ahol
x < 2r. Ezen tagok száma

N(N − 1)

(
n!

r!r!(n− 2r)!
− (n− k)!

r!r!(n− k − 2r)!

)
≤ N(N − 1)

2rkn2r−1

r!r!
= B221.

A fentiekben felhasználtuk a következő tényt: ha fennállnak a 0 ≤ bi ≤
ai ≤ c és az ai − bi ≤ l összefüggések minden i = 1, 2, . . . s esetén, akkor
érvényes a

∏s
i=1 ai −

∏s
i=1 bi ≤ slcs−1 reláció.

Ha alkalmazzuk a középérték tételt, akkor ezen részbeli tagok nagyság-
rendjére az alábbi becsléssorozatot kapjuk:∣∣∣∣ 1

N2r

(
an−2r − b2k−2r+xan−k−x

)∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ 1

N2r
an−k−2r

((
ak − b2k

)
+ b2k

(
1−

(a
b

)2r−x))∣∣∣∣ ≤
≤ 1

N2r
an−k−2r

((
1− 1

N

)2(k−1)

k
1

N2
+ b2k(2r − x)

1

N − 1

)
=

=
1

N2r

(
1− 2

N

)n−k−2r((
1− 1

N

)2(k−1)

k
1

N2
+

(
1− 1

N

)2k

(2r − x)
1

N − 1

)
=

= B222.
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Összegezve az előbbieket adódik, hogy

B2 ≤ B21 +B221B222 ≤

≤ c
n2r

N2r

(
1− 1

N

)n+k−2r−2
k + c

n2r−1

N2r

(
1− 1

N

)n+k−2r−2
k2+

+c
n2r−1

N2r−1

(
1− 1

N

)n+k−2r
k ≤ cα2r−1

(
1− 1

N

)n+k
k(α + 1).

Végül vizsgáljuk meg a B4-es tagot. Legyen r1 = |{1, 2, . . . , k} ∩ A| = r −
|A ∩ A(k)|.

Ekkor

B4 = N
∑

|A|=r,A⊂A(0)

(
E(ηiA)2 − E(η

(k)
iA )2

)
=

= N
∑

|A|=r,A⊂A(0)

(
1

N r

(
1− 1

N

)n−r
− 1

N2r1

(
1− 1

N

)2(k−r1) 1

N r−r1

(
1− 1

N

)n−k−(r−r1))

= N

min{k,r}∑
r1=max{r−(n−k),0}

Cr1
k C

r−r1
n−k

(
1

N r

(
1− 1

N

)n−r
− 1

N r+r1

(
1− 1

N

)n+k−r−r1)
=

= N

min{k,r}∑
r1=max{r−(n−k),0}

Cr1
k C

r−r1
n−k

1

N r

(
1− 1

N

)n−r(
1− 1

N r1

(
1− 1

N

)k−r1)
≤

≤ N

min{k,r}∑
r1=max{r−(n−k),0}

kr1

r1!

nr−r1

(r − r1)!
1

N r

(
1− 1

N

)n−r(
1− 1

N r1

(
1− 1

N

)k−r1)
≤

≤ N
r∑

r1=0

kr1

r1!

nr−r1

(r − r1)!
1

N r

(
1− 1

N

)n−r(
1− 1

N r1

(
1− 1

N

)k−min{k,r1}
)
.
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Ha elkülönítjük az r1 = 0 részt és alkalmazzuk a középértéktételt, akkor
kapjuk, hogy

B4 ≤ N
r∑

r1=1

kr1

r1!

nr−r1

(r − r1)!
1

N r

(
1− 1

N

)n−r
+

+N
nr

r!

1

N r

(
1− 1

N

)n−r(
1−

(
1− 1

N

)k)
≤

≤ kαr−1
(

1− 1

N

)n−r r∑
r1=1

(
k

n

)r1−1 1

r1!
+N

αr

r!

k

N

(
1− 1

N

)n−r
≤

≤ kαr−1
(

1− 1

N

)n−r (
e+

α

r!

)
, (7.6)

amivel a bizonyítás teljes.
�
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7.3. Majdnem biztos határeloszlás-tételek a vé-
letlen elhelyezésre

A tételek bizonyításához szükségünk lesz az alábbi állításra.

7.2. tétel. (Fazekas, Chuprunov, [28], Theorem 2.1)) Legyenek (α1(k))k≥1
és (α2(k))k≥1 egész értékű sorozatok úgy, hogy 1 ≤ α1(k) ≤ α2(k) < ∞,
k ∈ N. Legyen továbbá (M,%) egy tetszőleges teljes, szeparábilis metrikus tér
és a ζk,i, α1(k) ≤ α2(k) M értékű valószínűségi változók és µζ jelölje a ζ
valószínűségi változó eloszlását.

Tegyük fel továbbá, hogy léteznek olyan C > 0 és β > 0 konstansok és
egy pozitív, monoton növekvő (cn)n≥1 sorozat úgy, hogy limn→∞ cn → ∞,
cn+1/cn = O(1) és ζkilj (k, i, l, j ∈ N, k < l) M értékű valószínűségi változók
úgy, hogy fennáll az

E
(
%(ζlj, ζ

ki
lj ) ∧ 1

)
≤ C

(
ck
cl

)β
(7.7)

k < l és bármely i, j esetén. Legyen 0 ≤ dk ≤ log(ck+1/ck) és
∑∞

k=1 dk =∞.
Tegyük fel, hogy

dk =

α2(k)∑
i=α1(k)

dki

bármely k esetén, ahol dki nemnegatív számok. Legyen továbbá Dn =
∑n

k=1 dk.
Ekkor bármely, az M Borel szigma-algebráján értelmezett µ valószínűségi
mérték esetén az alábbi két állítás ekvivalensek

1

Dn

n∑
k=1

α2(k)∑
i=α1(k)

dkiδζki(ω) ⇒ µ, ha n→∞ (7.8)

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén, illetve

1

Dn

n∑
k=1

α2(k)∑
i=α1(k)

dkiµζki ⇒ µ, ha n→∞. (7.9)

�
A következő eredmény a Kolchin-Sevastyanov-Chistyakov-tétel ([46], The-

orem 3.) egy verziója. Az általunk ismertetésre kerülő tétel újdonsága abban
áll, hogy egyenletes konvergenciát állítunk az (n,N)-ben egy bizonyos tarto-
mányon, miközben az l-et rögzítjük.
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7.3. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Túri, [30], Theorem 2.2.) Tegyük fel, hogy
r ≥ 2 és l ∈ N legyen rögzített. Ekkor n,N →∞ esetén fennáll a

P(µr(n,N) = l) =
1

l!
(Npr)

le−Npr(1 + o(1)) (7.10)

összefüggés egyenletesen a T = {(n,N) : N ≥ n(2r−1)/(2r−2) log n} tartomá-
nyon.

Bizonyítás. Tekintsük a független, azonos Poisson eloszlású, α paraméterű
η1, η2, . . . , ηN valószínűségi változókat, legyen továbbá ζN = η1 + · · · + ηN .
Tekintsük azokat a η(r)1 , η

(r)
2 , . . . , η

(r)
N független, azonos eloszlású valószínűségi

változókat, amelyek az alábbi

P(η
(r)
i = l) = P(ηi = l|ηi 6= r)

eloszlást követik.
Legyen ζ(r)N = η

(r)
1 + · · · + η

(r)
N . Ekkor a [46]-ben szereplő 1. lemma miatt

kapjuk, hogy

P(µr(n,N) = l) =

(
N

l

)
plr(1− pr)(N−l)

P(ζ
(r)
N−l = n− lr)
P(ζN = n)

= F
G

H
. (7.11)

A T tartományon n,N →∞ esetén kapjuk, hogy α→ 0 és pr(α)→ 0.
Így az F -fel kapcsolatban írható, hogy(

N
l

)
plr(1− pr)N−l

1
l!
(Npr)le−Npr

∼ (1− pr)N

e−Npr
.

Ha vesszük a (1−pr)N
e−Npr

kifejezés logaritmusát és e kifejezés becslésében alkal-
mazzuk a log(1− x) függvény Taylor sorfejtés közelítését a második tagig20,
akkor kapjuk, hogy21

log
(1− pr)N

e−Npr
= N log(1− pr)− log e−Nprn = N log(1− pr) +Npr ≈

≈ N

(
−pr −

p2r
2

)
+Npr = −p

2
r

2
= −N

(
αr

r!
e−α
)2

2
=

20A log(1− x) ≈ −x− x2

2 közelítést alkalmazzuk.
21Figyelembe véve, hogy pr = pr(α) = αr

r! e
−α és α = n

N .
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= −N

(
( nN )

r

r!
e−

n
N

)2

2
= −

n2r

N2r−1

2(r!)2
e−

2n
N

Ha alkalmazzuk az alábbi becslést, ahol felhasználjuk a T = {(n,N) :
N ≥ n(2r−1)/(2r−2) log n} tartomány tulajdonságát, azaz azt, hogy N ≥
n(2r−1)/(2r−2) log n, akkor az alábbi

n2r

N2r−1

2(r!)2
e−

2n
N ≤

n2r(
n

2r−1
2r−2 logn

)2r−1

2(r!)2
e−

2n
N ≤ 1

2n
1

2r−2 (log n)2r−1(r!)2
→ 0

(n → ∞) összefüggést kapjuk, ahol felhasználtuk, hogy e−
2n
N ≤ 1 bármely

n,N esetén.
Tehát – figyelembe véve a fentieket – fennáll, hogy

log
(1− pr)N

e−Npr
→ 0, ha n,N →∞

egyenletesen a T tartományon, azaz

(1− pr)N

e−Npr
→ 1, ha n,N →∞

egyenletesen a T tartományon.
A G vizsgálatához szükségünk lesz a [46]-ban található 1. tételre.
Ha r ≥ 2 esetén és m→∞ úgy, hogy αm→∞, akkor kapjuk, hogy

P(ζ(r)m = t) =
1

σr
√

2πm
e

(t−mαr)2

2mσ2r (1 + o(1))

egyenletesen a (t−mαr)
σr
√
m

-hez bármely véges intervallumon.
Itt

αr = Eη(r)i =
α− rpr
1− pr

és

σ2
r = D2η

(r)
i =

α

(1− pr)2

(
1− pr −

(α− pr)2

α
pr

)
.
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Ezért

G = P(ζ
(r)
N−l = n− lr) =

1

σr
√

2π(N − l)
e

(n−lr−(N−l)αr)2

2(N−l)σ2r (1 + o(1)).

Egyszerű számolással kapjuk, hogy G ∼ 1/
√

2π(N − l)α ∼ 1/
√

2πn
egyenletesen T -n.

Végezetül foglalkozzunk a H-val. Mivel a ζN valószínűségi változó Poisson
eloszlást követ, így -alkalmazva a Stirling-formulát- kapjuk, hogy

H = P(ζN = n) =
nn

n!
e−n ∼ 1√

2πn

egyenletesen.
Helyettesítsük az F a G, illetve a H assziptotikus értékeit a (7.11)-be és

így megkapjuk (7.10)-t.
�

Ezután kimondhatjuk az előző 7.3. tétel majdnem biztos verzióját.

7.4. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Túri, [30], Theorem 2.3.) Legyen r ≥ 2,
0 < λ1 < λ2 <∞ rögzített, továbbá tekintsük az alábbi

Tn =

{
(k,K) ∈ N2 : k ≤ n, λ1 ≤

k

K1− 1
r

≤ λ2

}
tartományt N2-ben.

Legyen

Qn(ω) =
1

r
r−1(λ2 − λ1) log n

∑
(k,K)∈Tn

1

K2− 1
r

δµr(n,N)(ω).

Ekkor n→∞ esetén
Qn(ω)⇒ µτ

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol τ olyan valószínűségi változó, amely-
nek eloszlása

P(τ = l) =
1

λ2 − λ1

∫ λ2

λ1

1

l!

(
xr

r!

)l
e−

xr

r! dx, (7.12)

alakú, ahol l = 0, 1, . . . .
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Bizonyítás. Legyen ζk,K = µr(k,K), továbbá k < n esetén legyen ζk,Kn,N =

ζkn +Eζkn, ahol a ζkn a (7.4)-ben definiált valószínűségi változó. Megmutatjuk,
hogy a ζk,Kn,N kielégíti a 7.2. tétel feltételeit. A ζk,Kn,N és a ζk,K függetlenek k < n
esetén. A 7.1. tételből adódóan kapjuk, hogy

E
(
ζn,N − ζk,Kn,N

)2
≤ c0k

( n
N

)r−1
≤ c0

k

n

(
n

N1− 1
r

)r
≤ c0

k

n
(λ2)

r,

mivel (n,N) ∈ Tn. Tehát a dk = c 1
k
alkalmas választás bármely c pozitív

konstans estén.
Legyen dkK = 1

K2− 1
r
, minden olyan (k,K) számpárra, amelyre fennáll,

hogy λ1 ≤ k

K1− 1
r
≤ λ2.

Ekkor

dk =
∑

dkK =
∑

{K:(k/λ2)
r
r−1≤K≤(k/λ1)

r
r−1 }

1

K2− 1
r

≈ r

r − 1
(λ2 − λ1)

1

k
.

Tehát a fenti választás lehetséges. Ezért, a 7.2. tételben

Dn =
n∑
k=1

dk =
n∑
k=1

r

r − 1
(λ2 − λ1)

1

k
≈ r

r − 1
(λ2 − λ1) log n.

Megjegyezzük, hogy a 7.3. tétel alkalmazható, mivel a 7.3. tételben sze-
replő tartomány bővebb, mint ami 7.4. tételben található.

A 7.3. tételt figyelembe véve be kell látnunk, hogy

F =
r − 1

r(λ2 − λ1) log n

n∑
k=1

∑
{K:λ1≤ k

K
1− 1

r
≤λ2}

1

K1− 1
r

P(µr(k,K) = l)→

→ P(τ = l), (7.13)

ahol a τ -t a (7.12)-ben definiáltuk.
Az F -re könnyen kapjuk az alábbi kifejezést és a kifejezés végén a többletet

már ki is vonjuk, azaz
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F = · · ·
N(n)∑
K=1

∑
{k:λ1≤ k

K
1− 1

r
≤λ2}

· · · − · · ·
(n/λ1)

r
r−1∑

K=(n/λ2)
r
r−1

K
r−1
r λ2∑

k=n

· · · = A−B,

jelöléssel, ahol N(n) = (n/λ1)
r
r−1 .

Ezután tekintsük az alábbi közelítéseket. Mivel α = k/K → 0, ha k,K →
∞ úgy, hogy λ1 ≤ k

K1− 1
r
≤ λ2, ezért e−α ≈ e0 = 1.

Így

Kpr = K
αr

r!
e−α = K

1

r!

(
k

K

)r
e−k/K ≈ 1

r!

(
k

K1− 1
r

)r
.

Ekkor kapjuk, hogy

1

l!

∑
{k:λ1≤ k

K
1− 1

r
≤λ2}

1

K1− 1
r

(Kpr)
le−Kpr ≈

≈ 1

l!

∑
{k:λ1≤ k

K
1− 1

r
≤λ2}

1

K1− 1
r

(
1

r!

(
k

K1− 1
r

)r)l
exp

(
− 1

r!

(
k

K1− 1
r

)r)
≈

≈ 1

l!

∫ λ2

λ1

(
xr

r!

)l
e−

xr

r! dx.

Így kapjuk, hogy

A ≈ 1
r
r−1(λ2 − λ1) log n

N(n)∑
K=1

1

K

1

l!

∑
{k:λ1≤ k

K
1− 1

r
≤λ2}

1

K1− 1
r

(Kpr)
le−Kpr ≈

≈ 1

(λ2 − λ1)
1

l!

∫ λ2

λ1

(
xr

r!

)l
e−

xr

r! dx.

A B-re kapjuk, hogy

0 ≤ B ≤ 1

c log n

(n/λ1)
r
r−1∑

K=(n/λ2)
r
r−1

K
r−1
r λ2∑

k=n

1

K2− 1
r

→ 0,
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ha n→∞.
Így, mivel az F és az A határértéke megegyezik beláttuk (7.13)-at, így a

bizonyítás teljes.
�

Ezután azt vizsgáljuk, amikor a határeloszlás normális eloszlást követ.
Ehhez szükségünk lesz az alábbi eredményre.

7.5. tétel. (Kolchin, Sevastyanov, Chistyakov, [46], Ch.2, Sec.3, Theorem
4.) Legyen az r ≥ 0 rögzített. Ha n,N →∞ úgy, hogy Npr(α)→∞, akkor
S
(r)
n,N ⇒ γ, ahol a γ jelöli a sztenderd normális eloszlást.

�
A 7.5. tétel majdnem biztos verziója a következő.

7.6. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Túri, [30], Theorem 2.4.) Tegyük fel, hogy
r ≥ 2 rögzített, 0 ≤ α1, α2 ≤ ∞ és tekintsük az alábbi

Tn =
{

(k,K) ∈ N2 : k ≤ n, α1k ≤ K ≤ α2k
(2r+1)/(2r)

}
.

tartományt.
Legyen

Q(r)+
n (ω) =

1

log n

∑
(k,K)∈Tn

1

k(logα2 − logα1 + (1/2r) log k)K
δ
S
(r)
k,K(ω)

.

Ekkor n→∞ esetén
Q(r)+
n (ω)⇒ γ

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén.

Bizonyítás. Legyen az r ≥ 2 rögzített. Legyen ζkK = S
(r)
kK és k < n esetén

ζk,Kn,N = ζkn/D
(r)
n,N , ahol a ζ

k
n a (7.4)-ben definiált valószínűségi változó. Meg-

mutatjuk, hogy a ζk,Kn,N kielégíti a 7.2. tétel függetlenségi és a (7.7) feltételét.
A ζk,Kn,N és a ζkK valószínűségi változók k < n esetén nyilván függetlenek.
r ≥ 2 esetén a (7.3) feltételből és a 7.1. megjegyzésből következően fennáll

a CNαre−α ≤ (D(r)
n,N)2 összefüggés valamely C > 0 konstans esetén.

Ezért a 7.1. tételből következően kapjuk, hogy

E
(
ζn,N − ζk,Kn,N

)2
≤ c0

k

n
(αr+1 + 1) ≤ c′

k

n
,
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ha (n,N) ∈ Tn,N .
Ezért a dk = c 1

k
megfelelő választás bármely c pozitív konstans esetén.

Legyen

dk,K =
1

k

1

logα2 − logα1 + 1
2r

log k

1

K
.

Ekkor kapjuk, hogy ∑
{K:α1k≤K≤α2k(1+2r)/(2r)}

dk,K ≈
1

k
= dk,

ezért a Dn = log n megfelelő választás.
Ha n,N → ∞ úgy, hogy (n,N) ∈ Tn,N , akkor Npr(α) → ∞. Ekkor

alkalmazhatjuk a 7.5. tételt, így adódik, hogy

1

log n

∑
(k,K)∈Tn,N

dk,KµS(r)
k,K
⇒ γ,

ha n→∞.
Igy alkalmazhatjuk a 7.2. tételt, amivel a bizonyítás teljes.

�
Ezután ismertetjük a központi tartomány fogalmát, amelyre a későbbiek-

ben szükségünk lesz. Ha n,N →∞ úgy, hogy

0 < α1 ≤
n

N
≤ α2 <∞,

ahol α1 és α2 valamilyen konstansok, akkor azt mondjuk, hogy n,N →∞ a
központi tartományon.

A továbbiakhoz szükségünk lesz az alábbi eredményre is.

7.7. tétel. (Kolchin, Sevastyanov, Chistyakov, [46], Ch.2, Sec.2, Theorem
4.) Tegyük fel, hogy 0 < α1 < α2 < ∞. Ha n,N → ∞ úgy, hogy α = n

N
∈

[α1, α2], akkor S
(r)
n,N ⇒ γ.

�
Ezután megfogalmazhatjuk a következő majdnem biztos eredményt.
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7.8. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Túri, [30], Theorem 2.5.) Legyen az r ≥ 0
rögzített, 0 < α1 < α2 <∞ és

Q(r)
n (ω) =

1

(logα2 − logα1) log n

∑
k≤n

∑
{K:α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
δS

(r)
k,K(ω).

Ekkor n→∞ esetén
Q(r)
n (ω)⇒ γ

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén.

Bizonyítás. r = 0 esetén a tétel a Fazekas-Chuprunov tétel (lásd [28]).
Vizsgáljuk az r ≥ 1 esetet. Legyen ζk,K = S

(r)
k,K , továbbá k < n esetén legyen

ζ
(k,K)
n,N = ζkn/D

(r)
n,N , a (7.4)-ben definiált valószínűségi változó. Belátjuk, hogy

a ζ(k,K)
n,N változó kielégíti a 7.2. tétel függetlenségi és a (7.7) feltételét.

A ζ
(k,K)
n,N és a ζk,K függetlenek, ha k < n. A (7.3) feltételből és a 7.1. meg-

jegyzésből következően fennáll a központi tartományon a CN ≤ (D(r)
n,N)2

összefüggés, ahol a C csak az α1 és az α2-től függ.
Ezért a 7.1. tételből következően kapjuk a következő

E(ζn,N − ζk,Kn,N )2 ≤ c0
k

(D(r)
n,N)2

≤ c0
C

k

N
≤ c0α2

C

k

n

összefüggést.
Ezért a dk = c 1

k
választás bármely c állandó esetén megfelelő.

Ezenkívül az alábbi

dk =
1

k

∑
{K: k

α1
≤K≤ k

α2
}

1

K
≈ 1

k
(logα2 − logα1)

választás megfelelő. Tehát Dn = (logα2 − logα1).
A 7.7. tétel felhasználásával kapjuk, hogy

1

(logα2 − logα1) log n

∑
k≤n

∑
{K:α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
µ
S
(r)
kK
⇒ γ,

ha n→∞.
Ha alkalmazzuk a 7.2. tételt, akkor adódik a tétel állítása.

�
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Az előző tételben a határértéket-tételt az n→∞ esetre mondtuk ki úgy,
hogy az összegzést rögzített központi tartományon végeztük el. Az alábbi
tétel már két indexes, azaz n → ∞ és N → ∞. Az n és az N közötti kap-
csolat tetszőleges, de feltételezzük, hogy az összegzés egy rögzített központi
tartományon történik, továbbá azt is, hogy az (n,N) is ugyanott található.

7.9. tétel. (Fazekas, Chuprunov, Túri, [30], Theorem 2.6.) Legyen az r ≥ 0
rögzített, 0 < α1 < α2 <∞ és

Q
(r)
n,N(ω) =

1

(logα2 − logα1) log n

∑
k≤n

∑
{K:K≤N,α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
δ
S
(r)
k,K(ω)

.

Ekkor, ha n,N →∞ úgy, hogy α1 ≤ n
N
≤ α2, akkor

Q
(r)
n,N(ω)⇒ γ

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén.

Bizonyítás. A Q
(r)
n és a Q(r)

n,N kifejezések különbségére kapjuk, hogy

Q(r)
n (ω)−Q(r)

n,N(ω) =
1

(logα2 − logα1) log n

∑
k≤n

∑
{K:K>N,α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
δ
S
(r)
k,K(ω)

.

Továbbá egyszerű számolással adódik, hogy∑
k≤n

∑
{K:K>N,α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
≤ c(logα2 − logα1)

2.

Ezért rögzített ω esetén kapjuk, hogy Q
(r)
n (ω) ⇒ γ, ha n → ∞, így

Q
(r)
n,N(ω)⇒ γ, ha n,N →∞, amivel a bizonyítás teljes.

�

88



8. fejezet

Határérték-tétel a véletlen
elhelyezések folyamatára

Ebben a fejezetben a véletlen elhelyezést mint folyamatot vizsgáljuk. A vé-
letlen elhelyezés széles körben vizsgált diszciplina. Olyan szerzők foglalkoztak
a témakörrel mint Weiss [77], Rényi [62] és Békéssy [5], de megemlíthetünk
olyan tradicionális monográfiát is mint például a Kolchin, Sevast’yanov és
Chistyakov [46] által fémjelzett mű. A témával kapcsolatban a mai napig je-
lentős eredmények születnek (például Timashev [68] és Chuprunov, Fazekas
[18]).

A véletlen elhelyezés folyamata a következőképpen modellezhető: helyez-
zünk el N dobozban egymás után, egymástól függetlenül labdákat. A golyók
elhelyezése során minden dobozba ugyanazon 1/N valószínűséggel essenek.
Egy rögzített periódus alatt (például ez a rögzített periódus lehet egy nap)
helyezzünk el m darab labdát és ezt a kísérletet ismételjük n napon keresz-
tül. Jelölje pq annak a valószínűségét, hogy q darab labdánál többet nem
helyezünk el az N darab doboz egyikében sem egyetlen napon sem az n nap
során.

A fő eredményünk a véletlen elhelyezések folyamatával kapcsolatban a
fejezet 8.2. tétele, amely m,n,N →∞ és rögzített q esetén az n

Nq

(
m
q+1

)
→ α

és az m2

N
→ 0 feltételek teljesülése esetén az alábbi konvergenciát állítja:

lim pl =


0, ha 0 ≤ l < q,
e−α, ha l = q,
1, ha l > q.

Ezen tétel bizonyításához felhasználjuk az Avkhadiev-től és Chuprunov-tól

89



Határérték-tétel a véletlen elhelyezések folyamatára

származó (lásd [3], Theorem A és Theorem B) tételeket is (jelen dolgozat-
ban 8.1. és 8.3. tételek). A fejezetben alsó és felső becslést is adunk a pl
valószínűségekre:(

1− 1

N l

(
m

l + 1

))n
≤ pl ≤

(
1− 1

N l

(
m

l + 1

)
(1− ε)

)n
.
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8.1. Határérték-tétel a pl valószínűségre
Ebben a részben tehát megadjuk a pl sorozat határértékét, amelynek a

bizonyításához felhasználjuk az alábbi eredményt.

8.1. tétel. (Avkhadiev, Chuprunov, [3], Theorem 2) Legyen m ≥ 2. Ekkor
fennáll a

p1 =

(
1− 1

N

)n(
1− 2

N

)n
. . .

(
1− m− 1

N

)n
. (8.1)

összefüggés.
Ha m rögzített és n,N →∞ úgy, hogy n/N → α, akkor p1 → e−

m(m−1)
2

α.
Ha 2 ≤ q ≤ m− 1, akkor pq → 1, ha n,N →∞ úgy, hogy n/N ≤ α′ <∞.

�
A következőkben a fenti tétel egy általánosítását adjuk meg a következő

értelemben: a pq, (q > 1) valószínűséget határozzuk meg abban az esetben,
amikor a labdák száma növekszik. Eltekintünk attól az esettől, amikor az
m,n,N egész számok úgy tartanak a végtelenhez, hogy egy olyan q számot
határoznak meg, amelyre a pq valószínűség nem triviális, de fennáll, hogy
lim pq−1 = 0 és lim pq+1 = 1.

Az előbbieket figyelembe véve eredményünk a következő:

8.2. tétel. (Fazekas, Túri, [34], Theorem 1) Legyen q egy rögzített pozitív
egész szám. Tegyük fel, hogy m,n,N →∞ úgy, hogy teljesülnek az

n

N q

(
m

q + 1

)
→ α (8.2)

és az
m2

N
→ 0 (8.3)

összefüggések, ahol α egy pozitív véges szám.
Ekkor fennáll, hogy

lim pl =


0, ha 0 ≤ l < q,
e−α, ha l = q,
1, ha l > q.

(8.4)

Ezután rögtön kimondhatjuk az alábbi eredményt is.
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8.1. megjegyzés. (Fazekas, Túri, [34], Remark 1) Fennáll az(
1− 1

N l

(
m

l + 1

))n
≤ pl ≤

(
1− 1

N l

(
m

l + 1

)
(1− ε)

)n
(8.5)

összefüggés minden l = 1, 2, . . . ,m − 1 esetén, ahol ε ≥ 0 és ε → 0, ha
m→∞, N →∞ úgy, hogy m2/N → 0.

A 8.2. tétel bizonyításához szükségünk lesz a következő eredményre is.

8.3. tétel. (Avkhadiev, Chuprunov, [3], Theorem 1)
Tegyük fel, hogy m ≥ 2 és 1 ≤ q ≤ m− 1. Ekkor fennáll az

pq =

(
1− Aq

q!N

)n
(8.6)

összefüggés, ahol

Aq =
m−1∑
l=q

1

N l−1
dl[zq(fq(z))N−1]

dzl

∣∣∣∣
z=0

és

fk(z) = 1 +
z

1!
+
z2

2!
+ · · ·+ zk

k!

bármely nemnegatív k egész szám esetén.

�
Ezután rátérhetünk a 8.2. tétel bizonyítására.
Bizonyítás. Először vizsgáljuk meg a q = 1 esetet, mivel az meglehetősen
egyszerű és rögtön látható, hogy miért szükséges a (8.2) feltétel. Ha vesszük
az (8.1) kifejezés logaritmusát, akkor kapjuk, hogy

ln p1 = n

m−1∑
i=0

ln

(
1− i

N

)
. (8.7)

Ha alkalmazzuk a ln(1 − x) = −x − x2/(2(1 − ϑx)2) Taylor kifejtést a
ϑ ∈]0, 1[ értékkel, akkor kapjuk, hogy

ln p1 = −n
m−1∑
i=0

i

N
− n

2

m−1∑
i=0

(
i

N

)2(
1− ϑi

i

N

)−2
. (8.8)
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Az első összeadandóra (8.8)-ban kapjuk, hogy −n
∑m−1

i=0
i
N

= − n
N

(
m
2

)
→

−α. Ha feltesszük, hogy m < N , akkor (8.8)-ban a második összeadandóra
kapjuk, hogy∣∣∣∣∣−n2

m−1∑
i=0

(
i

N

)2(
1− ϑi

i

N

)−2∣∣∣∣∣ ≤ n

2N2

(
1− m

N

)−2 m−1∑
i=0

i2 =

=
n

2N2

(
1− m

N

)−2 (m− 1)m(2m− 1)

6
=

n

N

(
m

2

)
2m− 1

6N

(
1− m

N

)−2
→ 0,

ezért fennáll, hogy p1 → e−α, ha n
N

(
m
2

)
→ α.

A ν ≥ q esetén a Leibniz formulát felhasználva kapjuk, hogy

dν [zq(fq(z))N−1]

dzν

∣∣∣∣
z=0

=
ν∑
k=0

(
ν

k

)
dk[zq]

dzk

∣∣∣∣
z=0

dν−k[(fq(z))N−1]

dzν−k

∣∣∣∣
z=0

=

=

(
ν

q

)
q!
dν−q[(fq(z))N−1]

dzν−q

∣∣∣∣
z=0

.

Ezért

Aq =
m−1∑
l=q

1

N l−1

(
l

q

)
q!
dl−q[(fq(z))N−1]

dzl−q

∣∣∣∣
z=0

. (8.9)

Látható, hogy dl(fk(z))
dzl

= fk−l(z), ahol h < 0 esetén az fh(z) = 0 definíció-
val élünk.

Ekkor kapjuk, hogy (fq(z))t|z=0 = 1 = t0, q ≥ 0 esetén.
Belátjuk, hogy t ≥ k ≥ 1 és q ≥ 1 esetén fennáll a

t(k) ≤
dk[(fq(z))t]

dzk

∣∣∣∣
z=0

≤ tk, (8.10)

összefüggés, ahol t(k) = t(t− 1) . . . (t− k + 1).
A (8.10) egyenlőtlenséget indukcióval bizonyítjuk.
A k = 1 esetén kapjuk, hogy

d[(fq(z))t]

dz

∣∣∣∣
z=0

= t (fq(z))t−1
∣∣
z=0

f ′q(z)
∣∣
z=0

= t (fq(z))t−1
∣∣
z=0

fq−1(z)|z=0 = t.

A Leibniz formulát felhasználva adódik, hogy

dk+1[(fq(z))t]

dzk+1

∣∣∣∣
z=0

=
dk[t(fq(z))t−1fq−1(z)]

dzk

∣∣∣∣
z=0

=
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= t
k∑
l=0

(
k

l

)
dl[(fq(z))t−1]

dzl

∣∣∣∣
z=0

fq−1−(k−l)(z)|z=0 =

= t
k∑

l=k+1−q

(
k

l

)
dl[(fq(z))t−1]

dzl

∣∣∣∣
z=0

= F.

Felhasználva az indukciós hipotézist adódik, hogy

F ≥ t
k∑

l=k+1−q

(
k

l

)
(t− 1)(l) ≥ t(t− 1)(k) = (t)(k+1)

és

F ≤ t
k∑

l=k+1−q

(
k

l

)
(t− 1)l ≤ ttk = tk+1.

A (8.10) fennállása miatt kapjuk a

Aq
q!N

≥
m−1∑
k=q

1

Nk

(
k

q

)
(N − 1)(k−q) =

=
1

N q

m−1∑
k=q

(
k

q

)
(N − 1)(N − 2) · · · (N − (k − q))

Nk−q ≥

≥ 1

N q

m−1∑
k=q

(
k

q

)
(1− ε) =

1

N q

(
m

q + 1

)
(1− ε) (8.11)

összefüggéseket, ahol ε > 0 és ε→ 0, ha m,N →∞ úgy, hogy fennáll a (8.3)
reláció.

A (8.11)-ben csak azt kell bizonyítani, hogy fennáll a következő össze-
függés: (N−1)(N−2)···(N−(k−q))

Nk−q ≥ 1 − ε. Válasszuk k-nak a következő k =
q, q + 1, . . . ,m− 1 értékeket. Ekkor

0 ≥ ln

(
(N − 1)(N − 2) · · · (N − (k − q))

Nk−q

)
≥

≥
m−1−q∑
l=1

ln
N − l
N

≥
∫ m−1−q

1

ln
N − x
N

dx
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=
[
(a−N) ln

(
1− a

N

)
− a
]
−
[
(1−N) ln

(
1− 1

N

)
− 1

]
,

ahol a = m − 1 − q. A fentiekben a második összeadandó triviális módon
tart a nullához, míg az első összeadandó a (8.3) feltételből és az ln(1− a/N)
kifejezés Taylor-sorba fejtéséből adódóan szintén a nullához tart.

Ezekből adódik, hogy a (8.11) összefüggés fennáll.
A (8.10) ismételt alkalmazásával kapjuk, hogy

Aq
q!N

≤
m−1∑
k=q

1

Nk

(
k

q

)
(N − 1)k−q =

1

N q

m−1∑
k=q

(
k

q

)(
N − 1

N

)k−q
≤ (8.12)

≤ 1

N q

m−1∑
k=q

(
k

q

)
=

1

N q

(
m

q + 1

)
. (8.13)

Ezért az Aq
q!N

-nak alsó- és felső korlátja 1
Nq

(
m
q+1

)
, illetve 1

Nq

(
m
q+1

)
(1 − ε)

alakú, ahol ε > 0 és ε→ 0, ha m,N →∞ úgy, hogy a (8.3) feltétel fennáll.
A (8.6)-ből adódik, hogy

(
1− 1

N q

(
m

q + 1

))n
≤ pq =

(
1− Aq

q!N

)n
≤
(

1− 1

N q

(
m

q + 1

)
(1− ε)

)n
,

(8.14)
ahol ε > 0 és ε→ 0, ha m,N →∞ úgy, hogy a (8.3) feltétel fennáll.

Következésképpen (8.2)-ból adódik, hogy

pq → e−α.

A fentiekben csak a (8.3)-as feltételt használtuk fel (és nem használtuk fel
a (8.2) feltételt), amivel megkaptuk a (8.14)-et. Következésképpen beláttuk
a 8.1. megjegyzést.

Most megvizsgáljuk a pq+1 és a pq−1 valószínűségeket. A (8.5) segítségével
kapjuk, hogy

pq+1 ≈

(
1−

n
Nq+1

(
m
q+2

)
n

)n

→ e0 = 1,

mivel n
Nq+1

(
m
q+2

)
→ 0 (8.2)-ból és (8.3)-ból adódóan. (Itt az as ≈ bs jelentése

a következő: as − bs → 0, ha s→∞).
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Ezenkívül fennáll, hogy

pq−1 ≈

(
1−

n
Nq−1

(
m
q

)
n

)n

→ e−∞ = 0,

mivel n
Nq−1

(
m
q

)
→ ∞ és n

Nq−1

(
m
q

)
/n → 0 (8.2) és (8.3) következményeként.

Így a bizonyítás teljes.
�
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9. fejezet

Összefüggések a majdnem biztos
határeloszlás-tételek között

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy milyen összefüggés áll fenn néhány
különböző majdnem biztos határeloszlás-tétel között, természetesen a tel-
jesség igénye nélkül, azonban törekedve arra, hogy a fontosabb eredmények
közötti összefüggések mindenképpen terítékre kerüljenek.

Az összehasonlításoknál a kiindulópontot a Brosamler-Schatte eredmény
jelenti (ezen fejezetben a 9.1. tétel, illetve [64], [13] ), amelyet összevetünk
a Berkes-Csáki tétellel (ezen fejezet 9.2. tétele, illetve [7]), továbbá vizs-
gáljuk a Fazekas-Rychlik tételt (a fejezet 9.3. tétele, illetve [32]). A jobb
áttekinthetőség kedvéért valamennyi előbb említett tételt felsoroljuk.

Tekintsük először a Schattetől és Brosamlertől származó eredményt, amely
a következő.

9.1. tétel. (Brosamler [13], Schatte, [64]) Legyenek ξ1, ξ2, . . . független, azo-
nos eloszlású valószínűségi változók, Eξ1 = 0 várható értékkel, D2ξ1 = 1
szórásnégyzettel, legyen Sn = ξ1 + · · · + ξn és tegyük fel, hogy fennáll az
E|ξ1|2+δ <∞ összefüggés valamely δ > 0 esetén.

Ekkor

P

(
lim
N→∞

1

logN

N∑
k=1

1

k
I]−∞,x[

(
Sk√
k

)
= Φ(x)

)
= 1 (9.1)

bármely x esetén, ahol I]−∞,x[ jelöli a ]−∞, x[ halmaz indikátorfüggvényét.

�
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A Berkes-Csáki-féle majdnem biztos határeloszlás-tételt az alábbiakban
fogalmazzuk meg.22

9.2. tétel. (Berkes, Csáki, [7]) Legyenek ξ1, ξ2, . . . független valószínűségi
változók, fk : Rk → R (k = 1, 2, . . . ) mérhető függvények és feltesszük, hogy
minden 1 ≤ k < l esetén létezik egy fk,l : Rl−k → R mérhető függvény úgy,
hogy

E(|fl(ξ1, . . . , ξl)− fk,l(ξk+1, . . . , ξl)| ∧ 1) ≤ C(log+ log+(cl/ck))
−(1+ε)

valamely C > 0 és ε > 0 estén, továbbá (cn)n≥1 olyan pozitív, nemcsökkenő
sorozat, amelyre fennáll, hogy cn →∞ és cn+1/cn = O(1) és

dk = log(ck+1/ck), Dn =
∑
k≤n

dk,

Ekkor bármely G eloszlásfüggvény esetén a

lim
N→∞

1

DN

∑
k≤N

dkI(fk(ξ1, . . . , ξk) < x) = G(x) majdnem biztosan

bármely x ∈ CG esetén
és a

lim
N→∞

1

DN

∑
k≤N

dkP(fk(ξ1, . . . , ξk) < x) = G(x)

bármely x ∈ CG esetén
állítások ekvivalensek, ahol CG jelöli a G folytonossági pontjainak a halmazát.
Az eredmény akkor is érvényben marad, ha a (dk)n≥1 sorozatot tetszőlegesen
olyan (d∗k)n≥1 sorozattal helyettesítjük, amelyre fennáll, hogy 0 ≤ d∗k ≤ dk és∑
d∗k =∞.

�

22A Berkes és Csáki által publikált cikkben [7] több majdnem biztos határeloszlás-tétel
szerepel, mi azonban csak az itt ismertetésre kerülőt vizsgáljuk terjedelmi okok miatt
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A Berkes-Csáki eredmény általánosítása a Fazekas-Rychlik majdnem biz-
tos határeloszlás-tétel, amely a következő.

9.3. tétel. (Fazekas, Rychlik, [32], Theorem 1.1) Jelöljük δx-szel az x pont-
ra koncentrált eloszlást, legyen továbbá µξ az ξ valószínűségi változó eloszlása.
Legyen (M,ρ) egy teljes, szeparábilis metrikus tér és ξn, n ∈ N egy M-beli
valószínűségi változó sorozat. Tegyük fel, hogy léteznek olyan C > 0, ε > 0
valós számok és egy (cn)n≥1 pozitív tagú, monoton növekvő sorozat úgy, hogy
limn→∞ cn =∞ és cn+1/cn = O(1).

Tegyük fel továbbá, hogy léteznek olyan ξk,l, k, l ∈ N, k < l, M-értékű va-
lószínűségi változók úgy, hogy a ξk és a ξk,l valószínűségi változók függetlenek,
ha k < l, és fennáll az alábbi

E(ρ(ξk,l, ξl)) ≤ C(log+ log+(cl/ck))
−(1+ε) (9.2)

összefüggés k < l esetén, ahol β > 0.
Legyen továbbá a (dk)k≥1 olyan sorozat, hogy 0 ≤ dk ≤ log(ck+1/ck) és

tegyük fel, hogy
∑∞

k=1 dk =∞. Legyen Dn =
∑n

k=1 dk.
Ekkor bármely, azM Borel-szigma algebráján értelmezett µ eloszlás esetén

a következő két állítás

1

Dn

n∑
k=1

dkδξk(ω) ⇒ µ, ha n→∞ (9.3)

majdnem biztosan, illetve

1

Dn

n∑
k=1

dkµξk ⇒ µ, ha n→∞ (9.4)

ekvivalens.

�

9.1. megjegyzés. A (9.2) feltétel helyettesíthető a

Eρ(ξk,l, ξl) ≤ C

(
ck
cl

)β
(9.5)

feltétellel.
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9.1. Kapcsolatok a majdnem biztos határeloszlás-
tételek között

A fentebb összegyűjtött majdnem biztos határeloszlás-tételek között az
alábbiakban megvizsgáljuk a köztük fennálló kapcsolatokat. Megmutatjuk,
hogy a Schatte-Brosamler eredmény hogyan következik a későbbi tételekből,
így tulajdonképpen a Schatte-Brosamler tételnek egy új bizonyítását adjuk.

A Fazekas-Rychlik tételből (9.3. tétel) adódik a 9.2. tétel (Berkes-Csáki-
tétel), ugyanis, ha a 9.3. tételben az M = R választással élünk és η1, η2, . . .
független R-beli valószínűségi változók, továbbá a 9.3. tételben a ξl-et és a
ξk,l-et a ξl = fl(η1, . . . , ηl) és ξk,l = fk,l(ηk+1, . . . , ηl) k < l módon választjuk,
akkor megkapjuk a 9.2. tételt azaz a Berkes-Csáki tételt.

Ezután belátjuk, hogy a 9.3. tételből következik a 9.1. tétel.
A következő Stolz-tól származó eredményre szükségünk lesz a továbbiak-

hoz.

9.1. lemma. (Stolz, [48]) Legyen (an)n≥1 és (bn)n≥1 két valós sorozat és te-
gyük fel, hogy a (bn)n≥1 szigorúan monoton növekvő vagy szigorúan monoton
csökkenő divergens sorozat, továbbá tegyük fel, hogy létezik az alábbi

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= A

határérték.
Ekkor a

lim
n→∞

an
bn

határérték is létezik és a fenti határértékkel, azaz A-val egyezik meg.

�
Ezután megfogalmazhatjuk a következő állítást, amely kimondja, hogy a

9.3. tételből következik a 9.1. tétel, azonban a kiindulási Brosamler-Schatte
tételnél több is állítható, hiszen nem kell feltenni a E|ξ1|2+δ <∞ összefüggést
(valamely δ > 0 estén), az elhagyható.
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9.4. tétel. Legyenek ξ1, ξ2, . . . független, azonos eloszlású valószínűségi vál-
tozók Eξ1 = 0 várható értékkel és D2ξ1 = 1 szórásnégyzettel. Legyen továbbá
Sn = ξ1 + · · ·+ ξn.

Ekkor fennáll az alábbi

P

(
lim
N→∞

1

logN

N∑
k=1

1

k
I]−∞,x[

(
Sk√
k

)
= Φ(x)

)
= 1 (9.6)

majdnem biztos konvergencia bármely x esetén, ahol I]−∞,x[ jelöli a ]−∞, x[
halmaz indikátorfüggvényét.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy ha a fenti tétel feltételei fennállnak, ak-
kor felhasználva a 9.3. tételt, azaz a Fazekas-Rychlik tételt a fenti tételben
szereplő (9.6) konvergencia is igaz.

Jelölje Sn, (n ∈ N) a ξ1, ξ2, . . . valószínűségi változók részletösszegeit.
Legyen ζk = Sk√

k
és ζk,l = ξk+1+···+ξl√

l
. Ekkor a ζk és a ζk,l valószínűségi

változók függetlenek, azaz teljesül a Fazekas-Rychlik tételben szereplő füg-
getlenségi feltétel.

Ezután megmutatjuk, hogy a 9.3. tétel után szereplő 9.1. megjegyzés
(9.5) feltétele is fennáll a β = 1/2 konstanssal, amelyet az alábbi számolás
mutat:

Eρ(ζk,l, ζl) = Eρ
(
ξ1 + · · ·+ ξl√

l
,
ξk+1 + · · ·+ ξl√

l

)
= E

∣∣∣∣ξ1 + · · ·+ ξl√
l

∣∣∣∣ ≤
≤

√
E
(
ξ1 + · · ·+ ξl√

l

)2

≤
√

1

l
kEξ21 =

√
k√
l
,

azaz a cn = n választás megfelelő a Fazekas-Rychlik tételbeli cn sorozatra.
Legyen Fn(x) = P

(
Sn√
n
< x

)
. Ekkor a centrális határeloszlás-tételből adó-

dik, hogy Fn(x) → Φ(x), ahol Φ-vel jelöltük a sztenderd normális eloszlás
eloszlásfüggvényét

A 1
logn

∑n
k=1

1
k
Fk(x)→ Φ(x), (n→∞) kifejezés konvergenciája következik

a Stolz-lemmából, ha az alábbi

an =
n∑
k=1

1

k
Fk(x), bn = log n

választással élünk.
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Ekkor

an+1 − an =
1

n+ 1
Fn+1(x)

és
bn+1 − bn = log(n+ 1)− log n.

Így

1
n+1

Fn+1(x)

log n+1
n

=
Fn+1(x)

log
(
1 + 1

n

)n+1 → Φ(x),

ha n→∞, ezért

lim
n→∞

1

log n

n∑
k=1

1

k
Fk(x) = Φ(x),

ha n→∞.
Ezért kapjuk, hogy

lim
N→∞

1

logN

N∑
k=1

1

k
I]−∞,x[

(
Sk√
k

)
= Φ(x)

majdnem biztosan, amivel a bizonyítás teljes.
�
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10. fejezet

Summary

This Ph.D. dissertation contains new results in the field of limit theorems
(mainly almost sure limit theorems) of probability theory.

In the first part of the dissertation we review the previous results and pre-
sent the structure of this dissertation. We mention the first results obtained
by Brosamler and independently by Schatte (see Brosamler [13] and Schat-
te [64]). They proved the following statement: suppose that E|ξ1|2+δ < ∞
(δ > 0), where ξ1, ξ2, . . . are independent, identically distributed random
variables and Sn = ξ1 + · · ·+ ξn.

Then
1

logN

N∑
n=1

1

n
I]−∞,x[

(
Sn√
n

)
→ Φ(x),

almost surely. Here I]−∞,x[ denotes the indicator function of the set ]−∞, x[
and Φ denotes the standard normal distribution function.

In the second chapter we show some new almost sure limit theorems in
Lp(]0, 1[), where 1 ≤ p <∞ (Túri, [74]).

First we study the

Yn(t) =
1

σ
√
n

∑
k≤[tn]

ξk (10.1)

process, where ξ1, ξ2, . . . are independent, identically distributed real random
variables, Sk = ξ1 + · · ·+ ξk, k ≥ 1, S0 = 0, Eξ1 = 0 and D2ξ1 = σ2. Here [.]
denotes the integer part.
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Summary

We can state an almost sure theorem below:
In the space Lp(]0, 1[) the convergence

1

log n

n∑
k=1

1

k
δYk(.,ω) ⇒ µW ,

is valid for almost every ω ∈ Ω, where δx is the point mass at x and W is
the standard Wiener process and Yk(t, ω) = Yk(t) is defined in (10.1).

In this chapter we study the empirical-process

Zn(t) =
1√
n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t), (10.2)

where the Ui (i = 1, 2, . . . ) are independent random variables with uniform
distribution on the interval [0, 1].

The almost sure limit theorem for the empirical process is below.
In the space Lp(]0, 1[) convergence

1

log n

n∑
k=1

1

k
δZk(.,ω) ⇒ µB,

is valid for almost every ω ∈ Ω, where B is the Brownian bridge and
Zk(t, ω) = Zk(t) is defined in (10.2).

In Chapter 3 we investigate the multi-indexed process for fields.
Let Xk,k ∈ Nd be a multiindex sequence of independent, identically dist-

ributed random variables having zero mean and unit variance.
Let

Yn(t) =
1√
|n|

∑
k≤[nt]

Xk, (10.3)

where t ∈ [0, 1]d and n ∈ Nd.
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Summary

Here is the almost sure Donsker theorem for fields: Let 1 ≤ p < ∞. Let
Yn(t, ω) = Yn(t).

Then

1

| logn|
∑
k≤n

1

|k|
δYk(., ω)⇒ µW

in Lp([0, 1]d), as n → ∞ for almost every ω ∈ Ω, where W is the standard
d-parameter Wiener process.

Consider the multidimensional empirical process

Zn(t) =
1√
|n|

∑
i≤n

(I{Ui ≤ t} − |t|), (10.4)

where n ∈ Nd and Ui, i ∈ N are independent random vectors having uniform
distribution on [0, 1]d.

We present the almost sure limit theorem for empirical process for fields,
too: Let 1 ≤ p <∞. Let Zn(t, ω) = Zn(t).

Then

1

| logn|
∑
k≤n

1

|k|
δZk

(., ω)⇒ µB

in Lp([0, 1]d), as n→∞ for almost every ω ∈ Ω, where B is the d-parameter
Brownian process.

In Chapter 4 we investigate some integral versions of almost sure limit
theorems.

In the first case the limit distribution will be the Poisson distribution,
while the Gaussian distribution in the second case.

First we investigate the

ξ′(t) =

[t]∑
i=1

I[0, 1t ](ξi), (10.5)

process, where ξi, i ∈ R are independent random variables uniformly distri-
buted on [0, 1]. In this case we prove an almost sure limit theorem, where
the limit distribution is Poisson:
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Let f(t), t ≤ 1 be a positive function such that

f(t)

tβ

is increasing for some β > 0. Let ξ(t) = ξ′(f(t)), 1 ≤ t.
Then

1

log(T )

∫ T

1

δξ(t,ω)
dt

t
→ µπ

for almost all ω ∈ Ω, where µπ denotes the distribution of π.
In the second case we mention the process

ξ(t) =
V (f(t))

(f(t))1/2
,

where V (t), t > 0 is a centered homogeneous, infinitely divisible, random
process with independent increments and with finite variance, furthermore
its characteristic function is

ϕV (t)(x) = E
(
eixV (t)

)
= exp

(
t

∫ ∞
−∞

(eixy − 1− ixy)
1

y2
dK(y)

)
,

x ∈ R, where K(y) is an increasing bounded function such that K(−∞) = 0.
Then

1

log(T )

∫ T

1

δV (f(t),ω)√
f(t)

dt

t

w−→ N (0, K(∞)) if T →∞

almost surely.
Let π(t), 0 ≤ t be the standard Poisson process (i.e. Eπ(t) = t). Then

1

log(T )

∫ T

1

δπ(f(t),ω)−f(t)√
f(t)

dt

t

w−→ N (0, 1), ha T →∞

for almost all ω ∈ Ω.
Let W (t) be the standard Wiener process. We have

1

log(T )

∫ T

1

δW (f(t),ω)√
f(t)

dt

t

w−→ N (0, 1), ha T →∞
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for almost all ω ∈ Ω.
Let U(t) be the Ornstein-Uhlenbeck process. Then U(t) has the repre-

sentation U(t) = Ce−mt/2W (emt), t > 0, where C,m > 0 and W (t) is the
standard Wiener process. Let f(t) = emt. Since f(t)

t
= emt

t
, 1 ≤ t, is an

increasing function by (b), we have

1

log(T )

∫ T

1

δU(t,ω)
dt

t

w−→ N (0, C2), ha T →∞

for almost all ω ∈ Ω.
In Chapter 5 we deal with the sum of independent identically distributions

random variables we shall prove an inequality for their moments.
Let B be a real separable Banach space with norm ‖.‖. We suppose that

B is equipped with its Borel σ-fields B.
Our main result is the following:
Let ξ1, ξ2, . . . be independent identically distributed B-valued random va-

riables, Sn = ξ1 + · · · + ξn, n = 1, 2, . . . . Let a1, a2, . . . be an increasing
sequence of positive real numbers. Let α ∈]0, 2] be fixed. Assume that

anm
an
≤ Cm1/α+τn n,m = 1, 2, . . . , (10.6)

where τn is a sequence of nonnegative numbers with limn→∞ τn = 0. Assume
that for any β ∈]0, α[

E‖ξn‖β <∞. (10.7)

Let (aln)n≥1 be a subsequence of (an)n≥1 so that for some c < ∞, aln ≤
caln−1 , n = 1, 2, . . . . Let b1, b2, . . . be a B-valued sequence. Assume that(

Sln
aln
− bln

)
n≥1

(10.8)

is stochastically bounded. Then, for any β ∈]0, α[

sup
n

E
∥∥∥∥Slnaln − bln

∥∥∥∥β <∞. (10.9)

In this Chapter we prove an almost sure limit theorem, too. Here the limit
distribution is a p-stable distribution.
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In Chapter 6 we study a coin tossing experiment. Let the underlying
random variables be ξ1, ξ2, . . . . We assume that ξ1, ξ2, . . . are independent
and identically distributed with P(ξi = 1) = p,P(ξi = 0) = q = 1 − p. I.e.
we write 1 for a head and 0 for a tail. In Chapter 6 we study pure runs, i.e.
runs containing only head or containing only tails. We prove limit theorems
for the longest run. Our theorems 6.6-6.9 versions of theorems 1-4 in Földes
[35]. These are limit theorems for a fair coin. We consider the case of a
biased coin in theorems 6.10 and 6.11. In this Chapter we obtain an almost
sure limit theorem for longest run (Theorem 6.12.).

In Chapter 7 we deal with random allocations.
Let ξ, ξj, j ∈ N be independent random variables uniformly distributed on

[0, 1]. Let N ∈ N. Consider the subdivision of the interval [0, 1[ into the
subintervals 4i = 4Ni =

[
i−1
N
, i
N

[
, 1 ≤ i ≤ N .

We consider the intervals 4i, i = 1, . . . , N , as a row of boxes. Random
variables ξj, j = 1, 2, . . . , are realizations of ξ. Each realization of ξ is treated
as a random allocation of a ball into one of the N boxes. The event ξj ∈ 4i

means that the jth ball falls into the ith box. Let n ∈ N, A(0) = {1, 2, . . . , n}.

µr(n,N) =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

∏
j∈A

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(0)\A

I{ξi /∈4i} (10.10)

is the number of boxes containing r balls and NCr
n

1
Nr

(
1− 1

N

)n−r is its ex-
pectation. Here Cr

n =
(
n
r

)
is the binomial coefficient and IB is the indicator

of the event B.
For n,N ∈ N we will use the notation α = n

N
and pr(α) = (αr/r!)e−α.

We shall use the notations

D(r)
n,N =

√
D2µr(n,N) =

√
cov(µr(n,N), µr(n,N))

and

S
(r)
n,N =

µr(n,N)− Eµr(n,N)

D(r)
n,N

is the standardized variable, where (n,N) ∈ N2.
We use the notation A(k) = {k + 1, . . . , n}, k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Let

ζn = ζn,N =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

∏
j∈A

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(0)\A

I{ξi /∈4i}−

−NCr
n

1

N r

(
1− 1

N

)n−r
.

We see that ζn = µr(n,N)− Eµr(n,N). We have

ζn =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

(ηiA − EηiA),

where
ηiA =

∏
j∈A

I{ξj∈4i}
∏

A(0)\A

I{ξj /∈4i}

is the indicator of the event that the ith box contains the balls with indices
in the set A (and it does not contain any other ball). Let Fnk be the σ algebra
generated by ξk+1, . . . , ξn.

We will use the following conditional expectaiton η(k)iA = E(ηiA|Fnk) and

ζkn = ζknN = E(ζn|Fkn) =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

(η
(k)
iA − Eη(k)iA ) = (10.11)

N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

1

N r−|A∩A(k)|

(
1− 1

N

)k−(r−|A∩A(k)|)

∏
j∈A∩A(k)

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(k)\A

I{ξj /∈4i} −
1

N r

(
1− 1

N

)n−r
.

The following inequality will play an important role in the proofs of our
theorems:

Let 0 < k < n, 0 < r ≤ n and N fixed. Then we have

E(ζn − ζkn)2 ≤ ckαr−1

[(
1− 1

N

)n+k
αr +

(
1− 1

N

)n−r]
(α + 1), (10.12)
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where c <∞ does not depend on n,N and k but may depend on r.
First consider the almost sure limit theorem below. Here the limit distri-

bution will be a mixture of the accompanying laws:
Let r ≥ 2, 0 < λ1 < λ2 < ∞ be fixed. Let Tn be the following domain in

N2

Tn =

{
(k,K) ∈ N2 : k ≤ n, λ1 ≤

k

K1− 1
r

≤ λ2

}
.

Let
Qn(ω) =

1
r
r−1(λ2 − λ1) log n

∑
(k,K)∈Tn

1

K2− 1
r

δµr(n,N)(ω).

Then, as n→∞,
Qn(ω)⇒ µτ

for almost all ω ∈ Ω, where τ is a random variable with distribution

P(τ = l) =
1

λ2 − λ1

∫ λ2

λ1

1

l!

(
xr

r!

)l
e−

xr

r! dx,

where l = 0, 1, . . . .
Furthermore, we can state:
Let r ≥ 2 be fixed, 0 ≤ α1, α2 ≤ ∞ and

Tn =
{

(k,K) ∈ N2 : k ≤ n, α1k ≤ K ≤ α2k
(2r+1)/(2r)

}
.

Let

Q(r)+
n (ω) =

1

log n

∑
(k,K)∈Tn

1

k(logα2 − logα1 + (1/2r) log k)K
δ
S
(r)
k,K(ω)

.

Then, as n→∞, we have
Q(r)+
n (ω)⇒ γ

for almost every ω ∈ Ω and here γ denotes the standard normal distribution.
Now we consider the almost sure limit theorems for random allocations in

the central domain. If n,N →∞ so that

0 < α1 ≤
n

N
≤ α2 <∞,

where α1 and α2 are some constants, then n,N →∞ in a central domain.
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Let r ≥ 0 be fixed, 0 < α1 < α2 <∞ and

Q(r)
n (ω) =

1

(logα2 − logα1) log n

∑
k≤n

∑
{K:α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
δ
S
(r)
k,K(ω)

.

Then, as n→∞, we have
Q(r)
n (ω)⇒ γ

for almost every ω ∈ Ω.
In the above theorem the limit was considered for n→∞ (and the indices

of the summands were in a fixed central domain). The following theorem is
a two-index limit theorem, i.e. n → ∞ and N → ∞. The relation of n and
N could be arbitrary, however, as the indices of summands are in a fixed
central domain, we assume that (n,N) is considered in central domain.

Let r ≥ 0 be fixed, 0 < α1 < α2 <∞ and

Q
(r)
n,N(ω) =

1

(logα2 − logα1) log n

∑
k≤n

∑
{K:K≤N,α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
δS

(r)
k,K(ω).

Then, as n,N →∞, so that α1 ≤ n
N
≤ α2, we have

Q
(r)
n,N(ω)⇒ γ

for almost every ω ∈ Ω.
In Chapter 8 we presentation some random allocation with fix period.
Let balls be placed successively and independently into N boxes. At each

allocation the ball can fall into each box with probability 1
N
. During a fixed

period (for a day, say) we allocate m balls. We execute an experiment series
of n days. Let pq denote the probability that we do not place more than q
balls into any of the N boxes during any of the n days.

Let q be a fixed positive integer. Assume that m,n,N →∞ so that

n

N q

(
m

q + 1

)
→ α (10.13)

where α is a positive finite number and

m2

N
→ 0. (10.14)
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Then

lim pl =


0 ha 0 ≤ l < q,
e−α ha l = q,
1 ha l > q.

(10.15)

We can state the result below too.

(
1− 1

N l

(
m

l + 1

))n
≤ pl ≤

(
1− 1

N l

(
m

l + 1

)
(1− ε)

)n
(10.16)

for l = 1, 2, . . . ,m − 1 where ε ≥ 0 and ε → 0 if m → ∞ and N → ∞ so
that m2/N → 0.

In the last chapter we prove that the Fazekas-Rychlik result [32] imply
the theorem Brosamler and Schatte [13], [64]. Moreover, we show relations
between the old and the new results.
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